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PROLOGO

La primer pregunta que alguien puede formularse ante la
aparicion de un nuevo libro sobre mecanica estadistica es
justamente ;porqué un nuevo libro sobre este tema habiendo
tantos? Estas breves lineas estan orientadas a contestar esta
pregunta y, de paso, a esclarecer porqué y con qué objetivos
fue escrito de esta manera.

Una buena mayoria de los libros que se refieren a este
tema son verdaderos compendios, tratados muy completos,
de gran utilidad como textos de consulta, pero que tal vez
no sean lo mas apropiado para que un estudiante de ciencias
basicas tome contacto por primera vez con la materia. A me-
nudo se ha privilegiado en esas obras, muy valiosas por cierto
debido a los objetivos que persiguen, la completitud sobre la
sencillez, la rigurosidad sobre el pensamiento intuitivo, la in-
formacion sobre la comprension de conceptos. Por otra parte,
pocos libros de texto se adaptan a un primer contacto con
este tema en un curso trimestral, duracion casi universal de
los cursos en las universidades latinoamericanas.

Estos Elementos de mecdnica estadistica se basan en un enfo-
que completamente distinto. Como es el resultado de apuntes
de clases, sus contenidos se restringen a los de un curso intro-
ductorio trimestral, pero al mismo tiempo proveen lo nece-
sario para que el futuro profesional utilice en su trabajo los

11



resultados esenciales de la mecanica estadistica de sistemas
ideales (de particulas cuyas interacciones pueden despreciar-
se) en equilibrio y fuera de él. Con frecuencia, por ejemplo en
quimica y biologia, esto es suficiente. Otras veces, sobre todo
en fisica, y de acuerdo con el campo de especializacion sera
necesario complementar estos conocimientos con un segundo
curso, preferentemente de posgrado, dedicado a la mecanica
estadistica de sistemas interactuantes.

Su arquitectura se basa en dos postulados, la equiprobabi-
lidad de todos los estados accesibles en un sistema aislado y la definicion
estadistica de entropia de Boltzmann. A partir de alli, de forma
sistematica pero simple y concisa, se desarrollan todas las
formulaciones canoénicas que dan a esta disciplina el poder
de resolucion de problemas en el campo de los sistemas ma-
croscopicos a partir de las propiedades microscopicas. Una
vez estudiados los sistemas de particulas clasicas y cuanticas,
se pasa al estudio del equilibrio entre fases y especies quimi-
cas y finalmente al de sistemas fuera del equilibrio. En todos
los casos en que no se corre el riesgo de perder rigurosidad
se trata de utilizar el razonamiento intuitivo, haciendo hin-
capié en el significado fisico. Los resultados fundamentales
van acompanados de ejemplos de aplicacion en la medida
justa para que no se pierdan en la marana de los demas re-
sultados que surgen al aplicarlos a la gran variedad de siste-
mas que pueden ser tratados con los métodos de la mecanica
estadistica.

Se ha tratado también de resaltar la idea de que la meca-
nica estadistica es una disciplina viva, en el sentido de que se
siguen descubriendo fenomenos y resultados. Ejemplos de esto
son la obtencion de condensados de Bose-Einstein y la forma-
ci6n de patrones en reacciones quimicas, temas de actualidad
discutidos en el texto.
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Se ofrece también una coleccion de problemas bastante
completa, muchos de ellos han sido escogidos con la intencion
de que el alumno ejercite su capacidad de razonamiento, mas
que aplicar los resultados obtenidos en el desarrollo de la teo-
ria. Algunos problemas incluso extienden esos resultados, o
llenan algunos huecos, y estimularan al alumno a recurrir a
otros textos mas completos para lograr resolverlos.

El enfoque general apunta a que este libro sea una herra-
mienta de trabajo tanto para el alumno como para el profesor,
se apuesta a la capacidad de razonamiento del alumno para
llenar el hueco que a veces se deja entre un resultado y otro y
a la capacidad y originalidad del profesor para ampliar y pro-
fundizar la discusion un tema. Para ello se provee después del
ultimo capitulo una lista de bibliografia general recomendada,
que por cierto no hace honor a la enorme cantidad de autores
que han contribuido a esta disciplina. Al final de cada capitulo
se incluyen sugerencias para profundizar los temas tratados
consultando algunas referencias de esa lista.

Los conocimientos previos requeridos para un mejor
aprovechamiento de los temas tratados son los cursos basicos
de fisica general, incluyendo fisica térmica o termodinamica,
de calculo y los fundamentos de la mecanica cuantica.

Finalmente, debo agradecer a mis alumnos, tanto de Argen-
tina como de México, por sus aportes, porque este libro es el
resultado de la interrelaciéon ensenanza-aprendizaje. Agra-
dezco en particular a Veronica Gargiulo y José Luis Sales,
quienes se tomaron el trabajo de transformar mis apuntes de
clases en un primer borrador impreso.

San Luzis, noviembre de 2005
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I. PRINCIPIOS FUNDAMENTALES
1. Objetivo de la mecénica estadistica

Predecir el comportamiento macroscépico de
un sistema, sobre la base de las propiedades
microscopicas de las particulas que lo componen.

Un tipico objeto macroscopico es un vaso de agua, que contie-
ne cerca de 10® moléculas. Esta cifra, a primera vista, no dice
mucho. Para comprender la vastedad de este nimero pensemos
que, st el agua contenida en ese vaso se mezclase perfectamente
con el agua de todos los océanos de la tierra, otro vaso de agua
recogido en cualquier parte contendria muchas de las molécu-
las que estaban originalmente en el primer vaso.

Describir el comportamiento de un sistema tal en forma
detallada respaldandose en las leyes de la mecanica (clasica o
cuantica) seria impensable, pues un estado del sistema estaria
determinado por casi 10?° variables independientes. La meca-
nica estadistica logra esa descripcion en forma notablemente
eficaz y precisa considerando un reducido nimero de variables
como el volumen, la masa, la temperatura y la presion. Para-
ddjicamente, el gran nimero de particulas que componen un
sistema macroscopico ayuda a conseguir tal objetivo.

La estructura de la mecanica estadistica esta basada en
dos postulados: la equiprobabilidad de todos los estados accesibles a
un sistema aislado y la definicion estadistica de entropia.
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2. Postulado fundamental

Consideremos un sistema aislado (no intercambia energia ni
particulas con el medio) con un dado niimero de particulas N,
un dado volumen Iy una energia interna U. Segiin la mecéanica
cuantica, existe un nimero muy grande de estados cuanticos
discretos compatibles con los valores especificados U, V'y N.
El sistema puede estar en cualquiera de esos estados perma-
tidos o accesibles, compatibles con los vinculos externos.

Los nimeros cuanticos que especifican un estado particu-
lar son constantes de movimiento; por lo tanto, podriamos
pensar que el sistema permanecera indefinidamente en un
dado autoestado en el que se encuentre inicialmente. (Nada
mas erréoneo tratandose de un sistema macroscopico!

Esta aparente paradoja se resuelve por el siguiente hecho:
no puede existir un sistema fisico verdaderamente aislado.
El espacio fisico de nuestro universo esta “permeado” por
campos de fuerzas de diferente origen: débiles, de largo al-
cance, gravitacionales azarosos, electromagnéticos, etc. Estos
campos son ellos mismos, sistemas fisicos que interacttian con
el sistema que quiere estudiarse. El mismo vacio es una enti-
dad compleja y fluctuante en la que constantemente se crean
y se aniquilan particulas y antiparticulas (estas fluctuaciones
energélicas del vacio son la base de la teoria del big bang sobre el
origen y evolucion del universo).

Para un sistema microscopico simple, como un atomo de
hidrogeno, los estados cuanticos estan suficientemente espacia-
dos de modo tal que los débiles campos aleatorios del espacio,
raramente inducen transiciones entre los niveles de energia.

En un sistema macroscopico, compuesto por cerca de 10%
atomos, cada nivel atomico se separa en casi 10** autoestados
de energia del sistema, de manera que la separacion media
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entre niveles de energia se reduce en un factor de aproxima-
damente 10-%%. Cualquier campo aleatorio por débil que sea
o el mas débil acoplamiento a las fluctuaciones del vacio es
suficiente para provocar que el sistema salte en forma caotica
(es decir azarosa e impredecible) de un estado a otro.

Una vision realista de un sistema macroscdpico es aquella en que el siste-
ma realiza transiciones enormemente rdpidas y azarosas entre sus estados
cudnticos. Cualquier tipo de medicion macroscépica detecta solamente un
promedio de las propiedades de miriadas de estados cudnticos.

Dado que estas transiciones son inducidas por procesos alea-
torios, es razonable postular que:

Un sistema macroscépico aislado muestrea todo estado

cuantico permitido con igual probabilidad.

Esta suposicion de igual probabilidad para todos los estados
permitidos, constituye el postulado fundamental de la
mecadnica estadistica.

3. Conjunto microcandnico y ergodicidad

En la seccion anterior hemos visto que cualquier medicion de
un observable macroscopico representa un promedio tem-
poral de ese observable en el sistema bajo estudio, el cual
pasa en forma aleatoria a través de una enorme cantidad de
estados permitidos durante el tiempo de medicion.

El calculo teérico de promedios de observables macros-
copicos se facilita si introducimos un artificio matematico
llamado conjunto estadistico, introducido por Gibbs:
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Un comjunto estadistico (statistical ensemble) es una coleccion de
un nitmero muy grande de réplicas del sistema bajo estudio.

Un conjunto estadistico de sistemas aislados se denomina
conjunto microcanonico (microcanonical ensemble).

La probabilidad de encontrar un observable 4 con un
valor entre A y A+dA, P(A) dA, podra calcularse simplemente
como (cada estado tiene el mismo peso):

P(A) dd = tim 2D
M= N

(I.3.1)
0

donde MNdA) es el nimero de sistemas en los que 4 toma el
valor entre 4 y A+dA y N, es el nimero total de sistemas del
conjunto. Como P(A) estd normalizada de forma que

[ P4y aa=1

entonces el promedio de 4 sobre el conjunto microcanoénico,

<A>, sera:

(4)=[ 4 P(4) d4 (L3.2)

¢Qué tiene que ver este promedio sobre el conjunto micro-
canonico con el valor medio temporal que corresponde a la
medicion de A(f) sobre el sistema?

Es logico pensar que, si el sistema no gasta preferentemente
parte del tiempo en alguno de sus estados permitidos y como
cada estado esta representado con el mismo peso que otros en
el conjunto microcanoénico, ambos promedios deberdn coincidir.

El teorema ergodico, utilizado por Boltzmann en 1871,
y posteriormente también por Planck y Eherenfest, fue demos-
trado después por Birkhoff] y expresa que en ausencia de otras
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cantidades conservadas (ademas de U, V'y N) el promedio
temporal de cualquier observable tomado sobre la trayec-
toria de un sistema en el espacio de las fases (es decir, el espa-
cio de todos los grados de libertad del sistema), partiendo
desde cualquier punto de la superficie U = constante, es igual
al promedio tomado sobre el conjunto microcanonico. Es
decir:

(4) =tim 1 [ 417(0), o)) (13.3)

donde [7(¢), p(¢)] define la posicion al tiempo ¢ del sistema en
el espacio de las fases sobre la superficie de energia constante
(en un sistema clasico).

Todo sistema que cumple con 1.3.3 se denomina sistema
ergodico. No todo sistema fisico macroscopico es ergodico.

Por un lado, la ergodicidad puede romperse por la existencia de
una cantidad extra conservada, por ejemplo el observable 4. En
este caso el movimiento del sistema en el espacio de las fases
estara restringido a la curva de interseccion de las superficies
A = constante y U = constante y el promedio temporal no
coincidira con {1’4> Un ejemplo es el de un superconductor: el
flujo magnético a través de un anillo superconductor se con-
serva estrictamente, asi como la corriente que fluye por el
anillo, mientras el material se mantenga en su estado super-
conductor. Entonces el estado de equilibrio observado depen-
dera de la historia del sistema, es decir, del flujo presente en el
momento de volverse superconductor. Solo uno de los estados
de equilibrio posibles coincidird con el del promedio microca-
nonico y éste no sera una descripcion fiel del sistema. Esto no
quiere decir que no puede aplicarse la mecanica estadistica
para estudiar este tipo de sistemas, sino que habra que hacerlo

19



construyendo un conjunto estadistico de estados con energia
constante y con la cantidad conservada constante.

Otra situacion en la que surgen problemas de ergodicidad,
es aquella en que un sistema tiende al equilibrio en forma mucho mas
lenta que el tiempo de observacion para medir una cantidad ma-
croscopica. Esto ocurre, por ejemplo, cuando la distribucion
de probabilidad de las distintas configuraciones de un mate-
rial tiene muchos maximos locales, ademas de un maximo
absoluto, como se ilustra en la figura I.1. El sistema puede
quedar atrapado por largo tiempo en cada maximo local. Un
ejemplo muy conocido de materiales que presentan este com-
portamiento son /os vidrios.

P4)

>
A

Figura I.1. Distribucién de probabilidad de distintas configuraciones que poseen
muchos méaximos locales ademas del absoluto, por lo que puede tender muy
lentamente al equilibrio. Por ejemplo: los vidrios.

4. Conexion con la termodinamica. Definicién microscépica
de entropia

Supongamos que removemos algin vinculo (o restriccion) del
sistema. Por ejemplo, un gas que inicialmente esta confinado
por un tabique a un volumen menor y removemos el tabique,
como en la figura [.2.

20



Figura 1.2. Sistema formado por una caja dividida por un tabique. El gas se
encuentra inicialmente confinado en la parte izquierda de la caja.

Desde el punto de vista microscépico, la remocion del
vinculo activa la posibilidad de muchos nuevos estados que
anteriormente estaban prohibidos. El sistema comienza a
realizar transiciones hacia los nuevos estados accesibles. Des-
pués de algtn tiempo, el sistema habra perdido toda distin-
ci6n entre estados accesibles originales y nuevos, y realizara
transiciones al azar, muestreando con probabilidad uniforme
el conjunto aumentado de estados (nueva situacion de equili-
brio). Entonces el nimero de estados entre los que el sistema
efectia transiciones —y que tienen igual probabilidad de ocu-
pacion— aumenta hasta el maximo permitido por los vinculos
externos del sistema.

Este comportamiento nos trae a la mente el de la entropia,
que de acuerdo con la termodinamica, aumenta al maximo
permitido por los vinculos. Sin embargo, la entropia es aditiva
mientras que el nimero de estados accesibles es multiplicativo (el
numero de estados de dos dados es: 6 X 6 = 36). Este pro-
blema se resuelve haciendo que la entropia sea proporcional
al logaritmo del numero de estados accesibles. Boltz-
mann propuso la definicion microscopica de entropia:

S =k InQ

(L4.1)

donde £ es la constante de Boltzmann (k, = 1.3807x10J / K )
y Q es el nimero de estados accesibles del sistema. La cons-
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tante de proporcionalidad en esta ecuacion, kg, es la que hace
que la escala de entropia sea consistente con la escala de Kelvin
de temperatura absoluta, definida como:

1.5 (1.4.9)

T~ aU

Con el postulado fundamental de uniformidad probabilis-
tica para los estados accesibles y la definicion de entropia (1.4.1),
quedan establecidas las bases de la mecanica estadistica. Esta
suposicion, que figura como epitafio en la tumba de Boltz-
mann, es otro postulado basico de la mecanica estadistica, no
puede obtenerse a partir de ningan principio conocido.

Si bien la definicion 1.4.1 resulta plausible sobre la base
de la discusion anterior, su equivalencia con la definicion
termodinamica de entropia solamente quedara convalidada
por sus predicciones en aplicaciones termodinamicas. Por el
momento, podemos ver en forma intuitiva que la definiciéon
microscopica de entropia cumple en forma obvia el segundo
y el tercer principios de la termodindmica, como puede verse
en el diagrama I.1.

El concepto mecanico-estadistico de entropia es mucho
mas intuitivo y fisicamente mas directo que el concepto ter-
modinamico desarrollado histéricamente a través del estudio
de las maquinas térmicas. Por ejemplo, si queremos entender
por qué un granito de sal se disuelve en un vaso con agua,
la respuesta es simplemente porque hay muchos mas estados
accesibles a la mezcla agua-moléculas de sal disueltas, que a la
mezcla agua-cristal de sal. La termodinamica explicaria el fe-
némeno diciendo que si el cristal no se disuelve, jentonces seria
posible transferir calor de una fuente fria a otra caliente!
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Segundo principio

\

Termodinamica
“Bajo condiciones
adiabéticas la entropia de un
sistema no puede decrecer.”

\

Mecanica estadistica
La entropia de un sistema
aislado en equilibrio es
maéxima por definicién ya que

incluye todos los estados
accesibles.

Tercer principio

\ 4 \ 4

Mecanica estadistica
Cuando T — 0 el Gnico
estado permitido es el

estado fundamental cuantico

Termodinamica

lim$ —0

T—0

= §=k,Inl1=0

Diagrama I.1. Primer y segundo principios de la termodinamica.
5. Aplicaciones del formalismo microcanénico

Pasamos ahora a tratar algunos sistemas fisicos en el marco del
formalismo microcanonico, con el fin de ilustrar su utilizacion.

Modelo de Einstein de un sdlido cristalino
Este es un modelo extremadamente simple en el que a cada

uno de los NV -atomos en el cristal se la considera como un osci-
lador armonico tridimensional que vibra libremente alrededor
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de su posicion de equilibrio en cada una de las tres coordenadas
con una frecuencia natural ®,.

En realidad, los atomos del cristal estan armoénicamente
acoplados a sus atomos vecinos, de modo tal que existen 3N
modos normales colectivos vibracionales. Las frecuencias de
esos modos estan distribuidas de acuerdo con una funcion
de densidad de estados D(®), que depende del material (en la
figura I.3 se representa D(®) para el aluminio). En general hay
muchos mas modos en la zona de alta frecuencia (cercanos
a la maxima frecuencia, o sea de minima longitud de onda
comparable a la distancia interatémica). Es decir, las frecuen-
cias tienden a agruparse en un estrecho rango, del cual la
frecuencia de Einstein ®, es una cruda aproximacion.

El modelo de Einstein consiste entonces en considerar un
sistema de 3V osciladores armonicos independientes, todos
de frecuencia ®,.

D((D) T I T I T I T I T I T I T I T I T I T

Figura I.3. Funcién de densidad de estados para el aluminio (linea llena),
frecuencia de Einstein (linea de trazos).
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Por conveniencia, podemos tomar el cero de energia de
tal modo que cada oscilador puede tomar energias n i @,
conn =0, 1, 2... (en lugar de (n+3) A w,). En el lenguaje de
la mecanica cuantica, cada oscilador puede ser “ocupado”
por un nimero entero de cuantos de energia f ®,. Si U es
la energia total del sistema, hay en total U/# ®, cuantos.
El ntimero de estados accesibles del sistema, €, sera igual al
nimero de maneras de distribuir los U/ # ®, cuantos entre
los 3V osciladores. Esto puede calcularse facilmente conside-
rando una coleccion de 3N + U / i ®, objetos (osciladores +
cuantos), como lo indica la figura 1.4 (las barras representan
osciladores y los circulos a los cuantos, con la convencion de
que los circulos situados a la derecha de una barra pertene-
cen a la misma):

|ooo|oo”o|oo---|o oo o|o O

- 3+ Uihw, -

Figura 1.4: Se representa una forma de distribuir los U/ A @, cuantos (circulos) en
los 3N osciladores (barras).

El nimero de permutaciones de todos estos objetos entre
si es BN+ U/fh ®,— 1)! Pero si permutamos barras entre si
o circulos entre si, no obtenemos estados diferentes y entonces
tenemos:

BN-1+U/hw,)! @BN+U/fw)!

= =

BN-U U/ho) BN U/ o)

Mediante la ecuacién 1.4.1, podemos calcular la entropia
del sistema. Usando la féormula de Stirling para grandes na-
meros:
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In(M!)=M mM-M (M>>1)

obtenemos (poniendo U =3 N i ):

0 0

U U U
S=kBan=3NkB[ln(l+F)+Eln(l+ﬁ)] (L5.1)

Esta esla ecuacion fundamental del sistema, pues a través de
las relaciones entre la entropia y las demas cantidades termodi-
namicas es posible calcular otros observables. Por ejemplo:

k
L=£= 5 In 1+Mﬁm
T U ho, U 0

De aqui se obtiene la energia media por oscilador,

e = U/ 3N, como:

hw,

€ = W (I.5.2>
% -1

La cantidad 2 ®, / kj se denomina temperatura de Eins-
tein del cristal y generalmente es del orden de magnitud de la
temperatura de fusion del solido. Entonces, la ecuacion 1.5.2
nos dice que por debajo de la temperatura de fusion, la energia
media de un oscilador es menor o del orden de # ®,. Dicho de
otro modo, e/ sélido se funde antes que los osciladores de Ensten al-
cancen un niimero cudntico promedio apreciablemente mayor que 1.

A partir de 1.5.2 es posible calcular el calor especifico del
sélido como C,(T) =(9U / 0T),. El comportamiento de C\(7),

v
como se muestra en la figura 1.5, coincide cualitativamente
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con el observado en forma experimental, pero cuantitativamen-
te es incorrecto, especialmente a bajas temperaturas, donde el
comportamiento predicho es exponencial en lugar de ~ 773
(véase la discusion en los problemas).

CV A

3NK,

1

>
0 k,T/H w,

Figura I.5. Calor especifico de un sélido cristalino en funcién de la temperatura
segun el modelo de Einstein.

Sistema de dos estados

Consideremos un sistema de N atomos, cada uno de los cuales
solo puede estar en dos estados: el estado base, con energia
cero y el estado excitado con energia € (en realidad, esto po-
dria corresponder a una situacion en la que los demas estados
excitados de cada atomo son de energia mayor que la energia
total del sistema).

Si la energia del sistema es U, hay U/€ atomos en el esta-
do excitado y (N — U / €) atomos en el estado base. Entonces
el nimero de estados accesibles, 2, es:

N!
U/e)(N=U/¢)!
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Como S = £z In Q, tenemos

S=(£—N) kBln(l-i)-gk 1n(£) (1.5.3)
N N

€ € € €
k
T U ¢ U

de donde se obtiene la energia del sistema como:

Ne

1487 (I.5.5)

U =

De aqui puede calcularse el calor especifico como:

oU Ne> [ cort et |2
C, = (a_T) _ ﬁ(e T /QkBY)
v B

que se representa en la figura 1.6: €} presenta un maximo
(llamado lomo de Schottky) y tiende a cero tanto a alta como a
baja temperatura. Cuando se observa ese “lomo” en un sis-
tema, se toma como indicador de la existencia de un par de
estados de baja energia.

C, A
N

. kT /e
Figura 1.6. Lomo de Schottky
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Modelo polimérico de una banda elastica
Intentaremos obtener la ecuacién de estado de una banda elas-

tica, es decir como varia la longitud de la misma en funciéon de
la tension aplicada y la temperatura.

L o

o Ly »|

F

Figura I.7. Representacion de una banda eléstica formada por una cadena larga de
mondmeros.

Consideremos un modelo extremadamente simple: la ban-
da se visualiza como un “manojo” de polimeros y cada uno de
ellos es una larga cadena de monémeros, sometida a una fuerza F
(tension T), como el representado en la figura 1.7.

(Cada mondmero, de longitud «, puede tener 4 orientaciones:
en +x, —x, a las que les asignamos la energia cero, y en +y, —y,
a las que les asignamos una energia € que tiene en cuenta las
interacciones con los otros polimeros del manojo (la banda se
considera mucho mas larga que ancha y de un grosor peque-
no). Calculemos la entropia del polimero S, en funcion de la
energia interna del sistema U, del nimero N de monoémeros de
la cadena y de las coordenadas L, L, del extremo de la cadena.
Sean: N7, N, N}, N el nimero de monémeros orientados
en las direcciones permitidas. Entonces podemos escribir las
siguientes relaciones entre las variables:
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I (I.5.6)

, - U

N =N =—==L" ; N+N =—=U'
/ a J J J €

y el nimero de mondémeros en cada direccion puede expre-

sarse como:

No=H(N-urerl) s N = N-u-L)

(1.5.7)

El niimero de configuraciones del polimero consistentes
con las coordenadas dadas L,, L, y con una dada energia U es:

v Ay
N
N TN ND NS

Q(U, LK,LJ,,N)= (15.8)

Aplicando la aproximacion de Stirling, la entropia resul-
ta ser:

S =Nk, InN =Nk, InN; = Nk, InN;
- N ky,InN] = Nk, InN;

(1.5.9)

y, usando las ecuaciones (I1.5.7), obtenemos:

S = NkBInN—é(N-Uur L')k, ln[é(N—Uur L')}

—é(N—U'— L') kBln[é(N—U'— L'X)]
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Ly, ln[é(U# L‘))]

N

(1.5.10)

| Ry
U= L) k) [2<U L])]

Ahora, por el primer principio de la termodinamica
dU = oW + 9Q, y como dQ = 0 por estar el sistema aislado,

tenemos:

dU = F.dL, + FdL, = —t,dL, —t,dL,

por lo que las tensiones pueden escribirse como:

oU oU
-—— Ty -
oL, JL,

x

Entonces, expresando la derivada parcial de la entropia res-
pecto de Z, de la forma:

as aS aU

T,
oL, UL, T
y derivando la ecuacion 1.5.10, obtenemos:
k U-1r,
—In —|=0
2a U+L,

Para que se cumpla esta condicion, debe ser L, = L, = 0,

como era de esperar para una cadena muy larga con un ex-
tremo libre.
En forma similar, para la componente x:
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T S k, (N-U-L.
= = n|——
N-U'+L
o (L5.11)
¢ ot keT _ N=-U-L',

N=-U'+ L,

que es la ecuacion de estado “mecanica” de la banda.
Por otra parte:
L_08 &

k k
= In(NV+ L' —U’)+—Bln(N—L’ —U')——Bln U
T oU 2¢ * 2¢ i €

de donde se obtiene:

sy (N=U) =L (1.5.12)
¢ - U!2
que es la ecuacion de estado “térmica” de la banda.
Entre las dos ecuaciones de estado, 1.5.11 y 1.5.12, pode-
mos eliminar U', obteniéndose:

L, sinh(t,a / k,7) (1.5.13)

N cosh(t a/k,T)+e¢ """

En el caso en que T,a << k,;7, limite de altas temperaturas,
expandiendo las funciones sinh y cosh hasta primer orden, se
obtiene la aproximacion:

I =171Na2 1- ’
kBT 1+€—b/kb,1’

y,definiendo el moédulo de elasticidad como k = (9L, /dt.,), /N,

resulta:
2

K = (14 ¢ /7y

(1.5.14)
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Este resultado muestra que el modulo de elasticidad
disminuye al aumentar la temperatura (!) (es decir, la
“rigidez” aumenta al aumentar la temperatura) en franco
contraste con el comportamiento de un resorte.

La explicacion fisica de esta acertada prediccion reside en
el comportamiento de la entropia de la cadena polimérica.
Cuanto mayor sea la temperatura, mayor sera el nimero de
configuraciones permitidas de la cadena y mayor la velocidad
de transicion entre dichas configuraciones, resultando en una
mayor tension contractiva de la banda.

Conclusiones

* Elprincipio fundamental de equiprobabilidad de los esta-
dos accesibles de un sistema aislado en equilibrio es la
base de la mecanica estadistica.

* La definicién microscopica de entropia, S = £, In €, per-
mite obtener las cantidades termodinamicas de interés,
mediante un simple conteo de estados consistentes con los
vinculos impuestos.

*  Dicha definicion, que constituye el segundo postulado, es
consistente con las leyes de la termodinamica.

* Laremocion de un vinculo (o restriccion) hace que la en-
tropia aumente hasta alcanzar un nuevo equilibrio, el
que esta caracterizado por S = maximo.

Bibliografia recomendada
Para profundizar sobre los fundamentos axiomaticos y fisicos

de los principios de la mecanica estadistica, véanse las referen-
cias 8y 9.
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Problemas

I.1. Consideremos un sistema de tres espines no interactuantes
en equilibrio con un campo magnético H (este sistema no es
realmente macroscopico, pero resulta ilustrativo). Cada espin
puede tener solamente dos orientaciones posibles: paralelo a
H, con momento magnético [L y energia (=)L H), o antiparalelo
con momento magnético —lL y energia (LH).

a) Enumere e identifique todos los estados posibles del sistema.
b) Si se conoce que el sistema tiene una energia (—pLH):
1. (Cudles son los estados accesibles?
1. (Cual es la probabilidad de que el primer espin esté
paralelo al campo?
1. ;Cual es el momento magnético medio de ese espin?

1.2

a) Un sistema esta compuesto por dos osciladores armoénicos
de frecuencia natural ®,. Cada uno tiene energias permi-
tidas (n + 1/2) & ®, (n es un entero mayor o igual que
cero). La energia total del sistema es € = n'h®, (7' es un
entero positivo). Calcule el nimero de estados accesibles
y la entropia.

b) Un segundo sistema se compone de dos osciladores ar-
monicos de frecuencia natural 20,. Su energia total es

€' = n"hw, (W' es un entero par). Calcule el nimero de
estados accesibles y la entropia.

¢) Muestre que la entropia del sistema compuesto de los dos
subsistemas anteriores separados por un tabique total-
mente aislante es:

E 8 "
SI t = kB ln 2 2
? 2hw,
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I.3. Calcule el calor especifico molar en el modelo de Einstein
de un solido cristalino. Muestre que, a altas temperatu-
ras, este tiende a 3R y que cerca de 7 = 0 tiene un comporta-
miento exponencial, calculando el término exponencial mas
importante.

(R = kN, es la constante universal de los gases y N, es el na-
mero de Avogadro).

I.4. Obtenga el nimero cuantico medio, 7, de un oscilador
de Einstein en funcién de la temperatura. Ignorando el hecho
de que el cristal se funde para valores grandes de k;7 / h@,,

calcule n para k, 7/ i, = 0, 1, 2, 3, 4, 10, 50 y 100.

I.5. El modelo de Einstein puede mejorarse suponiendo que
la frecuencia ®, depende del volumen molar del cristal de la
forma:

0
0, =w,-AIn(v/v)
a) Calcule la compresibilidad 1sotérmica del cristal.
b) Calcule el calor transferido si un mol del cristal es com-
primido a temperatura constante desde v; a v,.

I.6. En el modelo de dos estados, considere que la energia € del
estado excitado de un atomo depende de su distancia media
de otros atomos vecinos, de tal forma que:

e=a/v;0=V/N

Aqui a y Y son constantes positivas. Muestre que la ecuacion
de estado del sistema es:
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~o
I
—
-
Q

exp a +1
yr! k,Tv'

donde P es la presion y ¥ es el parametro de Gruneisen. Esto
se conoce como el modelo de Gruneisen de un sélido.

I1.7. Siguiendo los lineamientos del modelo de dos estados, es-
tudie el comportamiento de un sistema de N espines no inte-
ractuantes en un campo magnético H, suponiendo que cada
espin solamente puede estar en uno de los dos estados siguien-
tes: paralelo, con € = —uH, o antiparalelo, con €, = +pLH.

I.8. Se elige un punto al azar en una esfera de radio 1 en un
espacio N-dimensional.

a) (Cual es la probabilidad de que el punto caiga dentro de
la esfera de radio 0.99999999?
b) Evalte esa probabilidad para N = 3 y N =N,

I.9. Gasideal en el limite clasico.
Considere un gas ideal de N particulas puntuales de masa
m, en un volumen J'y con energia entre £y £+dE. Suponga
que puede aplicarse un tratamiento clasico (el espacio de las fases
puede considerarse como un continuo):

Muestre que:

QE) = C W BV

donde C es una constante.
b) Calcule la entropia y la ecuacion de estado del gas.
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I.10. Calcule el calor especifico a longitud constante, de una
banda elastica de n cadenas poliméricas. Exprese el resultado
en términos de 7y L..

I.11.
a) Calcule el coeficiente de expansion térmica longitudinal
de una banda elastica, definido como:

|l 1 aLx
K = — | —X
"L \oT

X

Exprese €', en funcion de 7'y analice el comportamiento
cualitativo.

b) Compare este comportamiento con el de un alambre me-
talico y discuta el resultado.
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Il. EL CONJUNTO CANONICO
1. Distribucién de probabilidad

El formalismo microcanénico utilizado en el capitulo anterior,
s1 bien conceptualmente simple, no siempre es conveniente,
ya que el conteo de estados accesibles puede realizarse solo para
sistemas muy simples.

Puede desarrollarse un formalismo bastante mas podero-
so, si consideramos un sistema en contacto con un baiio
térmico (o reservorio térmico), donde V, 7, y N permanecen
constantes, con el que intercambia energia. Un bafio térmico
es un sistema suficientemente grande de modo que el inter-
cambio de energia con el sistema inmerso en ¢l no hace variar
su temperatura, como se esquematiza en la figura II.1. Ade-
mas, se supone que la interaccion entre el sistema A 'y el bafo
térmico A', es suficientemente débil de modo que los niveles de
energia de un subsistema no son afectados por el otro.

Figura II.1. Sistema A en contacto con
A’ un bafio térmico A que se encuentra a
la temperatura T.
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Dado que el sistema A intercambia energia con el bafio
A, estados con una gran variedad de energias seran accesi-
bles para A; pero, en contraste con un sistema aislado, esos
estados no son equiprobables. El formalismo canénico se
fundamenta en la determinacién de la distribucion de pro-
babilidad de los estados de A. Esto puede lograrse en base al
hecho de que el sistema A + A" = A" es un sistema aislado
y aplicando a A” el formalismo microcanoénico.

Si aplicamos al sistema A" el principio fundamental de
equiprobabilidad de estados compatibles con una energia £,,,
la probabilidad de que el sistema A esté en un estado particular
J (una configuracion particular) con una energia £; es simple-
mente:

P ik (IL1.1)

En términos de entropia:

1o

f = o [SLE] /A, (IL1.2)

exp[ S, (E, - E)/k,]

Debido a la interaccién térmica con el bafio (que hara que
A fluctie alrededor del estado j), una medicion de la energia
de A no dara el autoestado £, sino una energia media U; en-
tonces, por la aditividad de la entropia:

S,.(E,)=SU)+5,(E, ~U) (1113

y expandiendo S, (E,, — E) alrededor del punto de equilibrio

E,,— U, tenemos:
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donde no existen mas términos en la expansion por el hecho de
que la temperatura del bafio no varia con la energia. Reemplazando
I1.1.3 y I1.1.4 en 11.1.2, obtenemos:

= OOV T ILL3)

Introduciendo el potencial de Helmholtz (0o también
energia libre de Helmholtz):

F=U-TS (IL.1.6)

y la notacion: B =1 / k,7, tenemos la distribucion de proba-
bilidad para una configuracion de energia £:

fo=ee " (11.1.7)

J

Ahora, la distribucion de probabilidades debe cumplir la
condicion:

J

PDVIET A (11.1.8)

Entonces, introduciendo la funcion de particion canonica

Z = Ee"”f (IL.1.9)
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y usando II.1.8, tenemos:

1
F=-—InZ (I1.1.10)
p
y de la ecuacion 11.1.7;
e
f = (IL.1.11)
J z

El calculo de la funcién de particion < permite entonces
el calculo de f; y por lo tanto el de promedios de observables y
de otras cantidades termodinamicas a través de I1.1.10.

Por ejemplo, la energia media se encuentra como:

U= EEjfj = EEje_ﬁEf /Ee"”f

_ 0nZ (IL.1.12)
P
o bien, utilizando las ecuaciones I1.1.10 y II.1.12:
U= IBE) (IL.1.13)
Ip

2. Ejemplo ilustrativo. Paramagnetismo

El paramagnetismo describe la interaccion de atomos que tie-
nen un dipolo magnético permanente [L con un campo mag-
nético externo H en el caso en que las interacciones entre dtomos
son muy débiles. (Ejemplos: un gas diluido de atomos magnéti-
cos o una sal paramagnética en la que los iones magnéticos
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estan en posiciones muy separadas de la red cristalina con
elementos no magnéticos entre ellos.)

Bajo estas condiciones, podemos considerar un atomo
magnético particular como nuestro sistema, Inmerso en un
batio térmico formado por los demés atomos del material. Su
dipolo puede estar en una de dos posiciones: paralela al cam-
po (+), con energia €, = —iH, y antiparalelo al campo (=), con
energia € = —UH. Entonces, por la distribucion canénica,
ecuacion (IL.1.11):

eBuH

/.= P -bu
Y —BuH
f e Bu

- H —puH

elﬂu +e fu

Como f, > f , el momento magnético medio [L apunta en
la direccion de H y viene dado por:

w=uf -usf = Mtanh(%) (I1.2.1)

B

S1 hay N atomos magnéticos en el material, la magneti-
zacion media sera:

M= Nj=yH (11.2.9)

donde y es la susceptibilidad magnética:

Nu uH
AL U st 11.2.3
U TE (kBT) (11.2.3)
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Los casos limite son:

Nu?
X =

k, T

- uH<kT (IL.2.4)

resultado que expresa la Ley de Curie:  es inversamente
proporcional a 7.

7” (0: M = Ny) (I1.2.5)

wH < £ T : xX=
que expresa la saturacion.
El ejemplo tratado aqui, no sélo muestra la simplicidad y
poderio del formalismo canénico, sino ademas —y muy fun-
damentalmente— que e/ formalismo candnico puede aplicarse a un
sistema pequefio (no macroscdpico) en contacto con un bafio térmico.

En efecto, no hay nada en dicho formalismo que impida
su aplicaciéon ain a una sola particula en contacto con un
bafio térmico, estando asegurado el sentido fisico de la distri-
bucion de probabilidades a través del conjunto estadistico
candnico, es decir, las f; pueden considerarse como resultan-
tes del niimero de sistemas que estan en el estado individual j
en un nimero muy grande de réplicas del sistema.

3. Condicién de equilibrio en el conjunto candnico

Recordemos que en un sistema aislado la aproximacién al
equilibrio se efecttia de tal modo que:

AS=0

y el equilibrio esta caracterizado por

S = maximo
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Para el caso de un sistema A en contacto con un foco tér-
mico A' (V, Ty N constantes), mostraremos que la evolucién al
equilibrio es tal que:

AF<0 (I1.3.1)

y que el equilibrio esta caracterizado por la condicién:

F = minimo (IL.3.2)

En efecto, la variaciéon de entropia en el sistema aislado
A*=A + A debe ser:

AS"=AS+AS"=20

Pero AS' = —Q/T, siendo Q el calor absorbido por 4 del
bafio A’; y por el primer principio:

Q=AU+ W

donde AU es la variacion de energia interna de Ay W es el
trabajo realizado por A. Entonces,

as -+
T

TAS - (AU + W)
T
AT S-U)-W
T
“AF-W
= >
T

AS”

0
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De aqui tenemos una primera conclusion importante:
“AF=z W (I1.3.3)

Es decir: el trabajo mdximo que puede realizar el sistema es —AF
(de aqui la denominacion de energia libre para F).

Ademas, si los parametros externos del sistema se man-
tienen fijos (por ejemplo el volumen), entonces W = 0 y te-
nemos:

AF<0

y el equilibrio a V, T y N constantes estara caracterizado
por:

F = minimo

4. Factorizabilidad de {

Muchas veces es posible separar la energia de un dado estado
del sistema, £, en la suma de las energias correspondientes a
diferentes grados de libertad que no interactian entre si (o lo
hacen muy débilmente):

E =Ye, (IL4.1)

donde €; es el aporte del grado de libertad “2” a la energia del
estado J.

En este caso:
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(33 )3

Si introducimos la_funcidn de particion para el grado de liber-
lad “’:

L=y (I1.4.2)

entonces resulta:

=11 = (I1.4.3)

y por consiguiente:

-BF= E Inz, (I1.4.4)

es decir, £ es factorizable en los grados de libertad cuya ener-
gia es aditiva (y F es aditiva en los mismos).

Este es un resultado extremadamente simple y poderoso.
Para ilustrar su uso, trataremos nuevamente dos de los sistemas
estudiados en el capitulo I con el formalismo microcanonico.

Sistema de dos estados
Cada uno de los NV atomos de ese sistema se comporta como

un grado de libertad independiente y la energia total es la
suma de la energia de cada atomo, entonces:

L = "= (1 +e ™ )\
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F= —McBTln(1+e"“)

Si cada atomo del sistema hubiera tenido tres estados
posibles, en vez de dos, su tratamiento en el formalismo mi-
crocanonico hubiese sido insoluble. Mediante el formalismo
canoénico seria tan sencillo como acabamos de mostrar.

Modelo de Einstein de un sdlido cristalino
Aqui, nuevamente, cada uno de los 3V osciladores armoénicos

independientes constituye un grado de libertad de energia adi-
tiva. Por lo tanto, la funcion de particion de un oscilador es:

0

2= 1 + e—[ﬂfwgo + e—Z[ﬁhw(] + — E(e—ﬁhm“)

n=0

serie geométrica cuya suma es:
g=— (I1.4.5)

entonces,

z = N

y la energia libre puede escribirse como:

]. ; -Bhw
F=-—In(z)"" =3Nk, T In[l1-¢ """
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Es evidente que el formalismo canénico permite tratar
un modelo mas apropiado que el de Einstein, deshaciéndonos
de la restriccion de que todos los modos vibracionales tengan
la misma frecuencia w,, como el modelo de Debye que estu-
diaremos a continuacion.

5. Modelo de Debye

Consideremos que el solido esta formado por N atomos en
una red cristalina donde cada dtomo estd acoplado a sus vecinos por
una fuerza armonica (resorte), véase figura I1.2.

Tal sistema de osciladores acoplados vibrara segin una
cantidad de modos colectivos (exactamente 3V') caracteriza-
dos por un vector de onda k que cuanticamente puede tomar
valores discretos:

- T
k V1/3

(n,n,,n,) (IL5.1)

donde 7n,, n,, n; son enteros mayores que cero.

Figura II.1. Esquema de un solido
donde los dtomos de la red
cristalina estan unidos por resortes. a
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La relacion de dispersion, k = k(), relaciona el modulo
del vector de onda con la frecuencia de cada modo. Si N es
grande, las frecuencias de los modos estan muy cercanas entre
siy, s1 bien toman valores discretos, podemos calcular una den-
sidad D(®) de modos, de la forma (véase el problema I1.9):

4 Fo) dk(w)

Dw)= ;
om dmw

(IL5.2)

ecuacion que tiene una validez completamente general y sera
usada a menudo.

modos
longitudinales

—

modos

transversales

Figura I1.3. Relacion
de dispersién para

un sélido tipico (linea
llena), aproximacién de
Debye (linea de trazos).

—U/a 0 k = 2w/A 1/a

D(‘_’} T T T T T T T T T

Figura Il.4. Densidad
de modos para el
aluminio (lineas llenas).
Las lineas punteadas
corresponden a la
aproximacién de Debye. @y w
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En las figuras 11.3 y I1.4, se muestra la relaciéon de dispersion
y la densidad de modos para un sélido tipico (curvas llenas).

Como dijimos, el s6lido vibra con un conjunto muy gran-
de de modos normales, cuyas frecuencias forman un espectro
cuasicontinuo. Estas frecuencias no se deben a las vibraciones
individuales de cada atomo, sino a movimiento armonico con-
certado de todos los atomos. Cada tipo de movimiento concer-
tado representa un modo normal. Las frecuencias altas,
correspondientes a longitudes de onda cortas, comparables a
la distancia interatomica a, son producidas por movimientos
concertados en los que los atomos vibran uno contra otro. Por
el contrario, los modos de baja frecuencia, o longitud de onda
grande comparada con ¢, son originados por movimientos
concertados en los que los atomos de una larga fila se mueven
suavemente juntos. Como la energia de un oscilador es pro-
porcional a la frecuencia, estos modos de baja frecuencia son
los mas poblados a bajas temperaturas, que es la region donde
justamente fallaba el modelo simple de Einstein. La idea de
Debye fue tratar de manera precisa la region de baja frecuen-
cia, teniendo en cuenta que los modos normales de longitud
de onda grande comparada con ¢ no deberian depender de la
estructura atomica detallada del cristal y, por lo tanto, pue-
den ser calculados suponiendo que éste se comporta como un
medio elastico continuo.

Esto tiene como consecuencia que la relacion de disper-
sion es lineal, o sea del tipo ® = vk, donde v es la velocidad de
propagacion. La aproximacion de Debye consiste en suponer
dicha linealidad valida en todo el rango de longitudes de onda.
Sin embargo, debemos tener en cuenta un detalle importante,
que hay dos clases de ondas que se propagan a través de un
medio continuo: ondas transversales, en las que el medio vibra
perpendicularmente a la direccion de propagacion k , con dos
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componentes independientes de velocidad v, y ondas longitu-
dinales, en las que el medio vibra en forma paralela a k, con
una sola componente de velocidad v, Las tres componentes,
dos transversales y una longitudinal, contribuyen a D(®). Por
lo tanto, estas consideraciones nos llevan a obtener la densidad
de modos en el modelo de Debye en la forma:

Do) = o ( )mQ (IL.5.3)

que esta representada por la linea punteada en la figura I1.4.
Siendo cada modo independiente, y usando el resultado
11.4.5, tenemos:

z(h) = 1-5% (I1.5.4)

— —Bhw (N)
Z Hz m]‘[ [1 ] (I1.5.5)
F=kT Y In [1=e] (11.5.6)

modos

de donde puede obtenerse el calor especifico molar:

2 Bho

C, =Ptk Y ——0 (IL.5.7)

B 2
modos (gﬁhw —_ 1)

Si introducimos ahora la densidad de modos 11.5.3 y re-
emplazamos la suma por una integral en 11.5.7 (esto es valido
si kT > iAW), obtenemos:
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C, =4[ o (I1.5.8)
e )
donde la constante A4 es:
r 1
A =— d —+i
QIEZkBTZ v; vf

La frecuencia maxima de Debye, ®,, que corresponde a
una longitud de onda del orden de “a”, se determina por la
condicion:

[ Dlw)do =3, (IL.5.9)

obteniéndose:

Al definir la temperatura de Debye: T =thw, /k,
obtenemos finalmente:

9R ) 4 u
¢, =——| [ (IL.5.10)
(v]—D /T)j 0 <€u _ 1)2

Generalmente 7, se usa como parametro de ajuste de la
ecuacion I1.5.10 a datos experimentales.

En el limite de altas temperaturas (esto se ve mejor a par-
tir de la ecuacion I1.5.7):

(Bho)e™

1)
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entonces
C, — 3N k, =3R

en acuerdo con el valor experimental.

En el limite de bajas temperaturas, por otro lado, el limite
superior de la integral en I1.5.10 puede reemplazarse por o,
con lo que resulta:

C =T
en excelente acuerdo con el comportamiento de muchos so6-
lidos, lo que era de esperar debido a que a bajas frecuencias
(que son las dominantes a bajas temperaturas) la densidad de
modos supuesta por Debye es precisa.

En la figura I1.5 se muestra la comparacion del modelo
de Debye con datos experimentales de (), para cuatro so6lidos
y puede apreciarse el excelente acuerdo obtenido con los va-
lores de 7, listados.

1.0 T T

oy |
3R

0 1 1
0 0.5 /T, 1.0 1.5

Figura II.5. Comparacion de la capacidad calorifica del modelo de Debye con
datos experimentales para cuatro sélidos diferentes.

54



6. Radiacién electromagnética

Otro ejemplo que ilustra la sencillez y el poderio del formalis-
mo canonico es el calculo de la energia de la radiacion elec-
tromagnética contenida en un volumen Jlimitado por pare-
des perfectamente conductoras, a temperatura 7.

Una onda electromagnética esta descripta por una ecua-
cién que indica como varia el campo eléctrico, E, en funcién
de la posicion en el espacio, 7, y el tiempo, ¢, de la forma

E(?,t) - (—):ei(/;-?'—w/\

la que satisface la ecuacién de onda

—

- 19K
ANE =——
¢ ot

con £ = ® /¢. En la descripcion cuantica esta onda representa
un fotén de energia € = m ¢ impulso p = #ik, de donde surge
que p=hw/c.

Dado que una onda electromagnética en el vacio debe
satisfacer la ecuacion de Maxwell A-E =0, resulta que
k-E =0, porlo que el vector G , denominado vector de po-
larizacion, es perpendicular a k, es decir, E oscila en un
plano perpendicular a la direccion de propagacion, por lo que
para cada k hay solamente dos componentes independientes
de ¢ que deben ser especificados. En términos de fotones,
para cada k hay dos fotones posibles correspondientes a las
dos direcciones de polarizacion del campo eléctrico.

Las ondas que van hacia un lado en el recinto interfieren
con las que vuelven reflejadas por las paredes, formandose
ondas estacionarias de la forma
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E(7,1)=26 Im{e[;'; }Cos(m‘

Pero el campo eléctrico debe anularse sobre la superficie
conductora del recinto de volumen V] lo que solo ocurre para
valores de

k=@ /V")n,n,n)

siendo los 7 enteros positivos.

Por lo anterior, los posibles k de esos modos de frecuencia
(k) cumplen con la ecuacion 11.5.1. El problema es entonces
similar al del modelo de Debye, con la diferencia principal de
que ahora no existe una M maxima. En efecto, en contraste
con los modos vibracionales de un solido en el que existe una
longitud de onda minima determinada por la distancia entre
atomos, en la radiacion electromagnética no hay un limite
inferior para A. Ademas, la relacién de dispersion es lineal y
existen dos modos transversales, ambos con velocidad ¢, por
lo que —en analogia con I1.5.3—1a densidad de modos es:

Do) = 0} (I11.6.1)
Ahora, la ecuacion 11.5.6 sigue siendo valida:

F=kT Y Inf1-e7"" ]

modos

con lo que, pasando de la suma a una integral:
F=kT[ W[l-¢"] Do)do (11.6.2)

y, usando I1.6.1,
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F=—t ”mﬂn[l—e-“w]dw (IL6.3)

2 3 0

De aqui, por la ecuacion I1.1.13:

IBF) _ Vh j“’ e
|

P e’

_ e—ﬁhu)

y teniendo en cuenta que:

j:;ﬁ(e* ~1) ' de=31EM4) =xt /15

siendo & la funcién zela de Riemann, definida por &(s) = Ek”,
obtenemos finalmente: k=1

_ wlky .
15%°°

(11.6.4)

que se conoce como Ley de Stefan-Boltzmann. La pro-
porcionalidad de U con 7* también se obtiene de la termo-
dinamica, pero aqui hemos obtenido ademas el valor de la
constante de proporcionalidad en términos de constantes
fundamentales.

Es sencillo demostrar que la densidad de energia de la
radiaciéon electromagnética en un intervalo de frecuencias
(0, ® + dw) viene dada por:
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que es lafamosa Ley de radiacion de Planck. Esta distribu-
ci6n de energia de radiacion tiene un maximo en la frecuen-
cia ®,,, = 2.82144 k,T/h. La proporcionalidad de la frecuencia
para la que la densidad de energia irradiada es maxima con
la temperatura se conoce como Ley de Wien, que es de gran

utilidad en astrofisica.

7. Gas ideal monoatémico en el limite clasico

Consideremos un gas ideal (es decir, no hay interacciéon entre
las moléculas) monoatémico en un volumen V' a temperatura
7. St ademas suponemos que la separacion media entre par-
ticulas, R, es mucho mayor que la longitud de onda de Broglie,
A, de manera que los modos colectivos del sistema son despre-
ciables, entonces la energia total de JV particulas sera la suma
de las energias de cada una de ellas y bastara con calcular z
para una particula (los limites de validez de esta aproximacion
clasica seran discutidos en los problemas).

Cuanticamente, una particula en un volumen V esta re-
presentada por una onda de longitud de onda A cuyo vector
de onda, lg, esta relacionado con el momento / por:

Ak =7 (IL.7.1)

Los modos permitidos cumplen con II.5.1 y por lo tan-
to, la densidad de frecuencias ® de los modos cumple con la
ecuacion 11.5.2:
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Como la energia de la particula es puramente cinética

pz
= IL.7.
‘ 2m (11.7.2)

resulta (con la condicion que: £ T > Ae = AAo):
c=[e" Do) do
Reemplazando D(w),
z= je-‘“f’“lzlf dk

21t

y usando II.7.1:

L ¢ o)
e [er vy p (11.7.3)

Poniendo ' = J dx dy dz 'y pasando de 4T p* dp a dp, dp, dp.,

obtenemos finalmente:

1
e=7 _[e’r” dedydzdp dp dp, (11.7.4)

Esta ecuacion es completamente general para una particula cld-
sica, aun en el caso mas general en que su energia es_funcion
de las coordenadas y los momentos: € = €(x, y, 2, p,, p,, p.)- Intuiti-
vamente puede ser comprendida considerando que, dado el
principio de incertidumbre de Heisemberg, AxAp, = £ (y asi
para las otras componentes), el espacio de las fases continuo
se ha discretizado en pequenas celdas de volumen 7%, de tal
modo que en cada “celdita” puede haber un solo estado de la
particula (es decir, la densidad clisica de estados es 1/h).

59



Reemplazando I1.7.2 en 11.7.4:
_Z J“*‘“’ J‘*’°C J’*w efﬁr”/;f+pi+pf)/2m d d d
=)L) p. ap, ap,

Haciendo un cambio de variables adecuado y teniendo
en cuenta que:

obtenemos:

2= hK (2nmk, T)" (IL.7.5)

Ahora, normalmente deberiamos calcular la funcion de
particion para el gas compuesto por N particulas como { = zV.
Pero si hiciéramos eso, jencontrariamos una F que no es ex-
tensiva! Sin embargo, debemos considerar aqui que las par-
ticulas son indistinguibles (notemos que esta correccion
es externa a la teoria clasica y se justificard cuando tratemos
cuanticamente a las particulas, tomando luego el limite clasi-
co, en el capitulo V), por lo tanto, cualquier permutacién entre
ellas no produce un nuevo estado del sistema, con lo cual:

Z= (IL7.6)

De las dos ultimas ecuaciones se obtiene la energia libre
de Helmholtz como,

3/2

2amk, T
— | |[-NA&T (11.7.7)

4
F=-NkTn W( -
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Ademas, como U = 0(BF)/0p, tenemos la energia media:

U =§ Nk, T (IL.7.8)

y, finalmente, utilizando las ecuaciones I1.7.7 y 11.7.8 en la
expresion S = k, (BU — BF), obtenemos la entropia:

2 3/2
S :ngﬂg-gm(g“ﬁ ) +ln(%)} (11.7.9
m

Notemos que la expresion de la energia media (11.7.8)
es llamativamente simple. Como el gas ideal monoatémico
considerado aqui tiene 3V grados de libertad asociados a
las componentes p,, p,, p. de cada particula, variables que
contribuyen en_forma cuadrdtica a la energia, la ecuacion 11.7.8
nos dice que cada uno de esos grados de libertad aporta un
término 5 k T a la energia media. Este hecho forma parte
de un resultado mucho mas general que se conoce como
teorema de equiparticion de la energia, que veremos a

continuacion.

8. Teorema de equiparticién de la energia

Supongamos un sistema que puede ser tratado en el limite
clasico y consideremos un modo cualquiera del sistema aso-
ciado a una coordenada generalizada, ¢, y a su momento con-
jugado, p. Supongamos que ambos grados de libertad contri-
buyen en forma cuadratica a la energia del modo, es decir:

e=aq’+bp (I1.8.1)
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Entonces,

=[] dq—hd/’ g bt (11.8.2)

e integrando tenemos:

1/2 172

kT kT
zz( Py ) ( ) ) (I1.8.3)

Si cualquiera de las dos constantes a o b fuese nula, la co-
rrespondiente integracion daria una constante asociada con
los limites de dicha integracion (como el volumen I en pasar
de I1.7.4 a IL1.7.5).

Como cada factor en I1.8.3 contribuye con T"? a la fun-
cién de particion, entonces contribuye un término —% NInT
a BFy por lo tanto contribuye un término %NkBT a la energia me-
dia, y un término 5 Nk, a la capacidad calorifica. Recalquemos
que este teorema es aplicable en el limate clasico.

9. Gas ideal poliatémico

Si tenemos un gas ideal compuesto por moléculas poliato-
micas, ademas de grados de libertad traslacionales de cada
molécula (que hemos tratado en la seccién 7) existen grados
de libertad internos: vibracionales, rotacionales, electrénicos y
nucleares. Si suponemos que las colisiones entre moléculas no
afectan los modos internos, entonces podemos poner:

R =21%y% %0 g (I1.9.1)
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donde z, esta dada por la ecuacion (11.7.5).
Entonces, la funciéon de particion del gas de N moléculas
sera:

2= (11.9.2)

Ahora discutiremos el tratamiento de los modos internos.
Por simplicidad consideraremos el caso de moléculas diatomicas.

Modos vibracionales

Una molécula diatomica se comporta como un oscilador ar-
monico con un unico modo vibracional de frecuencia ®, y
con una energia € = (n + 1/2) h®, con n entero. Entonces:

1
—5[371(00
4

g = (11.9.3)

v 1
->phw
9 0
l-e¢

Para una molécula que contiene atomos livianos —como
H,— la frecuencia caracteristica @, es tal que 7®, = 6300 K.
Para moléculas que contienen atomos pesados —como Br,—
hw, = 309 K. Esto da una idea del intervalo de variacién de @,

En caso de cumplirse la condicion de limite clasico para
el gas (separacion media entre particulas mucho mayor que la
longitud de onda de de Broglie), como la energia de un osci-
lador armoénico contiene dos términos cuadraticos (€ = p?/2m
+ kx?/2), este modo contribuiria con un término Nk;7 a la
energia media del gas y con Nk, a la capacidad calorifica.
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Modos rotacionales

Una molécula diatémica heleronuclear requiere dos coordenadas
angulares para especificar su rotacién como se observa en la fi-
gura IL.6. Los niveles de energia rotacional vienen dados por:

e, =0 (L+1) g, ; £=0,1,2-

donde € es el autovalor del momento angulary e =4’ /I*

({ es el momento de inercia).

Z

A ——

Figura I.6. Representacién en el espacio de una molécula diatémica heteronuclear.

Sin embargo, para cada valor de €, su componente z pue-
de tomar los siguientes valores: €. = ¢, ..., 0, ..., + £ y todos
estos estados tienen la misma energia €, Es decir, cada nivel
de energia tiene una degeneracion (2€ + 1), por lo tanto:

E (20 +1)e P (11.9.4)

En el caso en que £;7 > g, la suma puede reemplazarse
por una integral. Como (2€ + 1) es la derivada de €(€ + 1) = «,
tenemos:
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- kT
o = et A== (11.9.5)

7 0 €
0

Si kT es menor, o del orden de €, una forma practica
de calcular z, podria ser: calcular explicitamente algunos tér-
minos de la serie hasta un €' tal que €'(€' + 1) >> k,T y luego
integrar desde {' hasta infinito.

Para una molécula diatémica tipica —como HCI- g, =
2 x 102 7y la separacion tipica entre niveles de energia es:
Ag, =g = ky x 15 K.

En caso que pueda aplicarsele al gas el limite clésico, en-
tonces z, contribuye con un término Nk, 7 a la energia media
del gas. Esto era de esperarse también por el teorema de equi-
particion de la energia, ya que las dos coordenadas angulares
contribuyen con dos términos cuadraticos a la energia rota-
cional de la molécula:

1 2, e 9
€ =§[ (8 +sin" 0 ¢ )

puesto que, en término de los momentos generalizados:
0€
— I

=—-r =16
by 00

0€ .
p =—+=1Isin’0 ¢
¢ aq)

la energia queda expresada como:
2

T2 *  sin’0
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Recalcamos que el analisis efectuado vale para moléculas
diatomicas heteronucleares.

En el caso de moléculas diatbmicas homonucleares,
como O, o H,, la funcién de onda rotacional debe obedecer
condiciones cuanticas de simetria, de modo tal que s6lo los €
pares o los € impares, dependiendo de la estructura atémica,
estan permitidos en la suma en z,. A altas temperaturas esto

. 1
simplemente resulta en un factor (5) en z,.
Modos electrénicos y nucleares

Las contribuciones electronicas y nucleares pueden calcularse
en forma similar, sobre la base de los niveles de energia atobmicos
y nucleares de cada atomo que compone la molécula. General-
mente solo el nivel mas bajo contribuye en forma significativa
a z, v z, Cada uno de estos factores simplemente contribuye
entonces a la energia libre de Helmholtz con un término Nk 7T
In g, donde g es la multiplicidad del estado fundamental.

Conclusiones

e La distribucion de probabilidades de los estados de un
sistema en contacto con un bafio térmico esta dada por la
distribucién canoénica: f; = e P9 / .

e [Fl potencial termodinamico fundamental del sistema es la
energia libre de Helmholtz: F=U—- T §=—k,TIn £

e ['provee la relacion entre las propiedades microscopicas
y los observables termodinamicos macroscopicos.

e La aproximacion al equilibrio del sistema esta caracteri-
zada por: AF < 0y el equilibrio por: /= minimo.
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e La formulacion canénica puede aplicarse a sistemas no
macroscopicos, en particular a una sola particula.

e Lafactorizabilidad de { segiin diferentes grados de liber-
tad no interactivos, que contribuyen aditivamente a la

energia del sistema es una poderosa herramienta para el
calculo de <.

Bibliografia recomendada
Para profundizar sobre la distribuciéon canoénica y sus apli-
caciones, véanse las referencias 12 y 13; para el modelo de

Debye, las referencias 12 y 14; para el gas ideal poliatémico,
la referencia 14.
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Problemas
I1.1. Demuestre que: S = —0F / 071.

I1.2. Muestre que la presion P de un sistema en equilibrio con
un reservorio térmico es: P=3"' (@ 1In / V).

I1.3. Muestre que el calor especifico de un sistema en equi-
librio con un reservorio térmico puede escribirse como:

Cr= Nk B2 (@ In 2/ 3 P2

I1.4. Suponga una aleacion binaria compuesta por N, atomos
de tipo 4 y Natomos del tipo B. Los 4 pueden estar en el
estado fundamental o en el primer estado excitado que tiene
energia . Los B pueden estar en el estado fundamental o en
el primer estado excitado que tiene energia 2. En ambos
casos los demas estados energéticos estan muy altos y son des-
preciables a temperatura ambiente. Encuentre el potencial de
Helmbholtz y a partir de ahi el calor especifico del sistema.

I1.5. Una sal paramagnética contiene 1 mol de iones no in-
teractuantes con momento magnético igual a 1 magnetén de
Bohr, p;. Se aplica un campo magnético H en una cierta di-
reccion y los estados permitidos de cada momento magnético
son paralelo o antiparalelo al campo.

(Lp=9.274 X 10-** Joule /'Tesla)
a) Sl el sistema se mantiene a una temperatura de 4 K y se

aumenta el campo H desde 1 Tesla a 10 Tesla, scudl es el
calor transferido desde el reservorio térmico?
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b) Si ahora se aisla térmicamente el sistema y se disminuye
H desde 10 Tesla a 1 Tesla, ¢cual es la temperatura final
del sistema? Este proceso se conoce como “enfriamiento
por desmagnetizacion adiabatica”.

I1.6. Se tiene un atomo con niveles de energia 0, E,, E,, E;,
etc. con degeneracion 1, 2, 2, 1, ... La probabilidad de ocu-
pacion de niveles superiores es despreciable a temperaturas
ordinarias. Se supone que el atomo esta en un campo de ra-
diacion a temperatura 7.

Encuentre la dispersion en la energia del atomo y la pro-
babilidad de ocupacion de cada nivel a temperatura ambiente
(T'= 300 K), si las energias valen:

E E E
—L=200K ; —%+=300K ; —2=400K
k k k

B B B

I1.7. Considere un atomo de hidrogeno en equilibrio con un
campo de radiacion a temperatura 7. El atomo puede estar
en el estado fundamental 1s que es doble o en el estado p que
es octuplo. Suponiendo que la probabilidad de estar en los
demas estados es despreciable, encuentre la probabilidad de
que el atomo se encuentre en un estado p.

I1.8. Considere el modelo del polimero discutido en el capi-
tulo I. Calcule la funcién de particion de un monémero y a
partir de alli obtenga la energia libre de Helmholtz. Obtenga
la probabilidad de que un monémero esté en la direccion po-
sitiva; encuentre también la longitud media de la cadena y su
energia media. Verifique que los resultados coinciden con los
hallados en el caso del microcanénico.
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I1.9. Obtenga la ecuacion 11.5.2 para la densidad de modos y
discuta su generalidad.

I1.10. Calcule la energia media de un sélido cristalino en el
modelo de Debye y de alli obtenga la ecuacion 11.5.7.

IT.11. Muestre que la densidad de energia (energia por unidad
de volumen) de la radiacion electromagnética en el intervalo

de frecuencias ® a ® + dm obedece a la Ley de radiacion
de Plank:

U /V)do = (hw’ /7°c")[exp(Bhio) - 1] do

y que a alta temperatura (k; T >> fi®) ésta se reduce a la Ley
de Rayleigh-Jeans:

U, /V)do = (* /7 )k, T do

I1.12. Considere que el nimero de fotones por unidad de vo-
lumen en el intervalo de frecuencias ® a ® + d es: (N,/V)dw
= (U,/V)do/hw).

a) Calcule el nimero total de fotones por unidad de volumen.
b) Muestre que la energia media por foton es aproximada-

mente 2.2 k, T.

IT.13. Sea L, el magneton de Bohr:
Demuestre que la funcion de particion de un electron de un
gas de electrones colocado en un campo magnético H es:

kT

B

L =2 cosh (MBH).
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Calcule la energia magnética de un gas de electrones en
dicho campo magnético. Muestre luego que dichos electrones
dan origen a una magnetizaciéon que viene dada por:

H
M =nu, tanh(:B—T), siendo 7 el niimero de electrones por
B
unidad de volumen.
Hallar los limites de la funcion de particion y de la mag-
netizaciéon para temperaturas muy altas y muy bajas.

I1.14. Una muestra de petréleo se coloca en un campo mag-
nético H. Los protones tienen espin 1/2 y momento magné-
tico W. Se aplica un campo de radio frecuencia y ese campo
puede inducir transiciones entre los dos estados posibles de
polarizacion de los protones si la frecuencia v cumple con la
relacion de Bohr: v = 2uH. La potencia absorbida del campo
de radiacion es entonces proporcional a la diferencia entre el
namero de nucleos entre un estado y el otro. Suponiendo que
los protones estan en equilibrio térmico a temperatura 7, indi-
que cudl es la dependencia de la potencia absorbida con 7.

I1.15. Considere una particula de masa m en un volumen
cubico V. Muestre que la separacién de niveles sucesivos de
energia es AE = Th*/2mV?>"3,

a) Evalte AE para dtomos de helio en un volumen V=1 m?.

b) Muestre que, para temperaturas mayores que 109K, la
suma cuantica en la funcion de particion puede aproxi-
marse por una integral.

I1.16. Dado un gas ideal calcule la energia mas probable y la
velocidad mas probable. Muestre que esta tltima conduce a
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una energia que es diferente de la mas probable. Discuta el
resultado.

I1.17.

a) Demuestre que la longitud de onda de de Broglie de una
particula de masa m que se mueve con la velocidad mas
probable de una distribucién Maxwelliana es:

h

A>————
” (2mk, T)"

b) Calcule la longitud de onda de de Broglie para un neutrén
que se mueve con la velocidad mas probable a 20 °C.

c¢) Compare el valor anterior con la distancia interatomica
tipica en un solido. Discuta el resultado.

I1.18.

a) Muestre que la condicion de validez del tratamiento cla-
sico de un gas ideal, R >> A , donde R es la separacion
media entre particulas, equivale a la condicion:

_V)l/:s h
(¥ >>(2nnm;rf”

b) Muestre que la condicion: R >> A es una consecuencia del
principio de incertidumbre de Heisenberg.

I1.19. Obtenga la ecuacion de estado de un gas ideal:

PV=Nk,T
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I1.20. Considere un gas ideal de moléculas diatémicas hetero-
nucleares. Cada molécula posee un momento dipolar eléctri-
co W. St el gas estd inmerso en un campo eléctrico uniforme
E =¢2, cada molécula tendra, adicionalmente a la energia
debida a los demas grados de libertad, una energia potencial
= —UE cos O (0 es la orientacion del dipolo respecto al eje z).

a) Obtenga la funcion de particion del gas, F'y U. ;Cual es

la contribucion a U del momento magnético?
b) Obtenga la constante dieléctrica del gas.
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1. CONJUNTOS CANONICOS GENERALIZADOS
1. Potenciales termodindmicos

La energia interna U de un sistema cerrado se refiere a la
energia de movimiento de las particulas que lo componen
y a las interacciones entre ellas. Si el sistema interactia con
fuerzas externas, podremos introducir diferentes potenciales
termodinamicos de acuerdo con diferentes tipos de fuerzas
que se consideren. [lustraremos esto a través de ejemplos.

Ejemplo 1. Barra metélica sometida a la accién de un peso
Consideremos una barra metalica sometida a la accion de un

peso que produce una fuerza: /= Mg, como se muestra en la
figura ITI.1. Sea X| la longitud de la barra sin estirar.

[ —

Figura Ill.1. Esquema de una barra metélica sometida a la accién de un peso.
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La energia interna de la barra es:
1 (
US,X)=U(S,X,) +? K(S) (X—X,)° (IT1.1.1)

donde S es la entropia y k() el coeficiente elastico adiabatico
de la barra.

En equilibrio la fuerza externa estd balanceada por la
tension interna de la barra,

J =x(S) (X—X(J):(g—g)v (I11.1.2)

¢ésta es una forma de expresar la condicion de equilibrio.
Si definimos un potencial termodinadmico que incluya la
energia potencial del peso:

H(S,X)=U(S,X) - Mg X

(I11.1.3)
“US,X)-f X

entonces la condicion de equilibrio queda expresada en la
forma mas simple:

oH
X

=0 (IT1.1.4)

S

El potencial termodinamico 1 que toma en cuenta el trabajo
realizado por la fuerza f sobre la coordenada espacial X, se
denomina entalpia, y la condicion H = minimo es la condi-
ci6n de equilibrio (asi como U = minimo seria la condicion de
equilibrio si no existiera f).

Ahora consideremos que la barra estd inmersa en el aire,
que actiia como un reservorio térmico a temperatura 7 que
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intercambia calor con la barra en una cantidad Q = 7 AS.
Entonces podemos definir un potencial termodinamico:

F(S,X)=U(S, X)-TS (I11.1.5)

que es justamente la energia libre de Helmholtz introduci-
da en el capitulo II.

En equilibrio, la temperatura de la barra 0U/ 0S es igual
a la del reservorio 7, entonces: (0U/0S), = Ty

or
as

-0 (I11.1.6)

X

es decir, /= minimo caracteriza el equilibrio (como ya vimos
en el capitulo II). Notemos que 7y § juegan en III.1.5 un
papel analogo al de fy X en III.1.3.

Por supuesto, si consideramos los efectos conjuntos del
aire y del peso sobre la barra, podemos definir un nuevo po-
tencial termodinamico:

G (S, X)=U (S, X)-T S-f X (I11.1.7)

que se conoce como energia libre de Gibbs. Como vere-
mos mas adelante G = minimo, caracteriza el estado de
equilibrio.

Los potenciales termodinamicos H, F'y G corresponden
a tension constante, a temperatura constante, y a tension y
temperatura constantes, respectivamente.
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Ejemplo 2. Compresién de un gas a temperatura constante

Consideremos un gas en un recipiente de seccion transversal
Ay altura X al que se le aplica una fuerza fa través de un
piston moévil, como se representa en la figura II1.2.

Figura lll.2. Gas en un recipiente al que se le aplica una fuerza a través de un piston mouvil.

Siguiendo la linea de razonamiento del ejemplo anterior,
podemos definir los potenciales termodinamicos ya conocidos:

H=U+ X
o, en funcién de la presion p,

H=U+pV
F=U-TS
G=U+pV-TS

Sin embargo, si el sistema esta en contacto con un reservorio
térmico y de particulas, de manera que el gas puede inter-
cambiar no solo calor sino particulas (por ejemplo a través de
un agujero en el piston), e/ pasaje de AN particulas del reservorio al
sistema vmplica la realizacion de un trabajo:

W= AN (I11.1.8)
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donde [l —que se denomina potencial quimico— es la fuerza
generalizada correspondiente a la variable V.

Entonces podemos definir un nuevo potencial termodi-
namico denominado gran potencial:

Y =U-uN-=-T§ (II1.1.9)
y como veremos mas adelante, Y = minimo, caracteriza el
equilibrio para un sistema en contacto con un reservorio tér-
mico (7 = constante) y de particulas (L = constante).
Expresiones diferenciales
Los diferenciales de los potenciales termodinamicos adoptan
formas especiales que pueden obtenerse facilmente. Por ejem-
plo, de II1.1.3:
dH =dU - f dX - X df
Pero, dU = T dS + fdX, por lo tanto:
dH =T dS-X df (II1.1.10)
De la misma manera, a partir de III.1.5:
dF =-S dT+ f dX (ITI.1.11)
La ecuacion I11.1.10 nos dice que H = H(S, f) y que (-X)
es la fuerza generalizada correspondiente a la coordenada ge-
neralizada /- Del mismo modo, la ecuacion III.1.11 expresa

que F'= F(1,; X) y que () es la fuerza generalizada corres-
pondiente a la coordenada generalizada 7.
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En las tablas III.1 y IIL.2 se presentan los diferenciales de
todos los potenciales termodinamicos en su forma mas gene-
ral, que junto a las relaciones que se obtienen de sus deriva-
das parciales, constituyen un conjunto de gran utilidad para
realizar calculos.

En el capitulo II hemos estudiado el conjunto canénico
(sistema en contacto con un reservorio térmico), caracteriza-
do por el potencial termodinamico F (7, V'y N constantes).
Ahora introduciremos conjuntos estadisticos mas generales,
caracterizados por los potenciales termodinamicos Yy G.

Tabla Ill.1. Diferenciales de los potenciales termodinamicos

Potencial Definicién Diferencial
V) u dU=TdS-pdV+udN
H U+pV dH=TdS+ Vdp+udN
F U-TS dF=-SdT-pdV+undN
G U-TS+pV dG=-SdT+ Vdp+udN
4 U-TS-uN dy=-SdT-pdV-Ndu

Tabla 11.2. Derivadas parciales de los potenciales termodinamicos

o _[oF N(aw
oT i ou T,V

V 0G T=) oV
ap T, N 9. U, N
96 oo (0
oN ) v ).
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2. Conjunto macrocandnico

Consideremos un sistema 4 de volumen V' en contacto con
un reservorio térmico A' (7 = constante) y de particulas
(L = constante), como se muestra en la figura IT1.3. El sistema
A" = A + A es un sistema aislado al que puede aplicarsele
el postulado fundamental de equiprobabilidad de los estados
accesibles.

Dado que 4 puede intercambiar energia y particulas con
A', 1a probabilidad de encontrar en 4 una configuracion par-
ticular j con energia F; y nimero de particulas JV; es:

/- (B £, M=) (IL.2.1)

QA* (Elnl > Jv‘lnl )

que, expresada en términos de entropia, da:

B

i =exp{kl [SA' (Em —E;, N, _‘N./) - S, (B, Nmr)]} (H1.2.2)

[

p

Figura IIl.3. Sistema en contacto con un reservorio térmico y de particulas.

S1 Uy N son los valores medios de energia y nimero de
particulas de 4, entonces:

S (B, N

tot? tot

) = S(UN)+S, (B, -U N, -N)

tot

81



Expandiendo S alrededor del valor de equilibrio, (£,, — U)
y (N, — N), obtenemos:

tot tot

Sy (E, = E, N, =N)=S,(E,~U+U=-E, N, -N+N-N)

) 0S5
aN

Pero, de la tabla II1.1, 65 / ON = W/1, ademas no hay
mas términos en la expansion, dado que 7 = constante y
WL = constante.

Si se reemplaza todo en la ecuacion II1.2.2 y se introduce
el gran potencial termodinamico y = U— 7§ — LN, resulta:

=S, (E,-U. N, -N) + U_TEJ' + (V=W

tot tot J

S=eP P (I11.2.3)

Aplicando a f; la condicion de normalizacion Ef
y definiendo la funcion de particion macrocanénica (o
gran funcion de particion):

=-3 o P (E ) (II1.2.4)
J
tenemos: P = - é In 2 (II1.2.5)
¢~ B (E-w;)
Ji=——= (T11.2.6)

Las ecuaciones I11.2.4 a II1.2.6 determinan el formalismo
macrocanénico (0 gran candnico) que, COmMo veremos en un
ejemplo de aplicacion, resulta muy ventajoso para el estudio
de sistemas en contacto con un reservorio térmico y de parti-
culas, a V, Ty U constantes.
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Una identidad de gran utilidad, que resulta inmediata-
mente de esas ecuaciones, es:

U= - (alna) = (M) (I11.2.7)
Bu Bou

op P

3. Condicién de equilibrio en el conjunto macrocanédnico
Siendo 4" en un sistema aislado:

AS.=AS+AS, =0 (I11.3.1)

Por el primer principio, 4 absorbe un calor:

AQ = AU+p AV -w AN = AU-u AN
Entonces,
AS, =As— L - TASZAU+RAN
T T
__AY S
T
y de aqui:
Ay =0 (I11.3.2)

caracteriza la aproximacion al equilibrio, y:

Y = minimo (IT1.3.3)

caracteriza el propio estado de equilibrio a ¥, 7'y L constantes.
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4. Aplicacién del formalismo macrocanénico. Adsorcion

El fendbmeno de la adsorcion de moléculas de un gas sobre la
superficie de un solido provee un ejemplo tipico de aplicacion
del formalismo macrocanoénico.

Toda superficie, debido a energias de interacciéon no com-
pensadas entre las particulas del material, provee un poten-
ctal adsortivo que produce el fenémeno de adsorcion, es
decir, toda particula (por ejemplo las moléculas de un gas)
que se acerque suficientemente a la superficie queda atrapada
durante algin tiempo en un estado ligado a la superficie.

Figura lll.4. Representacion de una superficie como una red de sitios adsortivos,
en los que se adsorben moléculas de un gas (circulos oscuros).

Es bastante comin que el potencial adsortivo presente
minimos pronunciados en los que las particulas se adsorben
en forma preferencial; esos minimos se denominan sitios
adsortivos, como se ha esquematizado en la figura I11.4.

Las particulas adsorbidas (fase adsorbida) estan inmersas
en una fase gas que funge de reservorio térmico y de parti-
culas, a 7'y [ constantes (el solido se considera inerte y sélo
proporciona el potencial adsortivo).

Consideraremos aqui dos modelos muy sencillos, en los
que la energia adsortiva es igual para todos los sitios y las
interacciones entre particulas adsorbidas sobre distintos sitios
son despreciables. Bajo estas condiciones es aplicable al for-
malismo macrocanoénico la factorizabilidad de la gran fun-
ci6n de particion.
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Adsorcién en monocapa: ecuacién de Langmuir

En este modelo cada sitio puede tener como maximo una
sola particula adsorbida. Es decir, el nimero de ocupacion de
cualquier sitio puede ser n = 0, 1. Si la energia de adsorcion
de un sitio es €, el sistema puede considerarse como formado
por M sitios, cada uno de los cuales puede estar en dos esta-
dos: n = 0 con energia cero y n = | con energia €.

Como los sitios adsorben independientemente unos de
otros (no hay interacciones entre las particulas adsorbidas so-
bre distintos sitios):

[1]

=9 (I11.4.1)

donde J esla gran funcion de particion de un sitio y viene
dada por:

O =14ePC™ (111.4.2)
y usando la ecuacion I11.2.5 tenemos que:
M
P =—In[l+ePEW (I11.4.3)
i1t

De aqui podemos calcular:

o [ABW)) _ Mee
8[3 . 1+6*B(57u)

o bien:

B L A— (I1L.4.4)
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El ntimero medio de particulas adsorbidas se calcula, de
acuerdo con la tabla I11.2, como: N = —0y/0U, y entonces,

g—ﬁ(s—u)
N=M1+€—ﬁ(8—u)
es decir:
N e—ﬁ(‘é—u)
0 = M =W (I11.4.5)

La cantidad 0 se denomina cubrimiento y la ecuacion
I11.4.5 se llama isoterma de adsorciéon de Langmuir, que
se representa en la figura II1.5.

0
1

A

0 >

Figura III.5. Isoterma de Langmuir

Adsorcién en multicapas: ecuaciéon de BeT

Supondremos ahora que cada sitio puede tener un nimero
de ocupacion n = 0, 1, 2, ..., m, con energias 0, €, &,, ..., €,,
y que las particulas adsorbidas sobre un sitio no interactian
con las del otro sitio.

Nuevamente aqui vale & = 0", donde

=1+ Pl 4 4 PlEmy
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por lo que tenemos:
P =_%1n[1+e-ﬁ“'-“> +...+e_ﬁ(€"‘_m“)] (111.4.6)

de donde se obtiene facilmente:

= U _ N =B (e, -nu)
R 28 e /9 (111.4.7)
0 = % = E neCT Y (111.4.8)

n=l

Las dificultades de calculo se reducen bastante con las
suposiciones adicionales:

a) el nimero de capas adsorbidas sobre un sitio no esta limi-
tado, es decir, m — 0;

b) solo existen dos valores diferentes de la energia de adsor-
cion, la de la primera capa € = € y la de cada una de las
capas sucesivas que se toma como €, = energia de adsor-
ci6n de una molécula del gas sobre la superficie de su li-
quido, de tal modo que &, =€ +¢€,,....,€, =€+ (n— 1)g,.

Con esto y definiendo:

v P

(I11.4.9)

C =¢ B(e,-¢)

se obtiene la 1soterma de adsorcion:
0 = ¢ x (I11.4.10)

<l—x+C x) <l—x>
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conocida como ecuacion de BET (por Brunauer, Emmett y
Teller). E1 comportamiento de esta isoterma se muestra en la
figura III.6, donde la formacion de “rodilla” indica que —en
promedio— se ha completado una monocapa.

Figura lI1.6. Isoterma de adsorcién dada por la ecuacién de BeT.

Las ecuaciones de Langmuir y BET, a pesar de surgir de
modelos extremadamente simplificados, han dado excelentes
resultados en el analisis de la adsorciéon de gases en superfi-
cies solidas, en monocapa y en multicapas respectivamente.
El hecho de haberlas obtenido en forma tan directa como la
que hemos mostrado, reafirma la efectividad del formalismo
macrocanoénico para este tipo de sistemas.

5. Conjunto de Gibbs

Consideremos ahora un sistema A4 en contacto con un reser-
vorio A' de temperatura y presion constantes. Esto puede lograrse,
por ejemplo, con un émbolo libre entre 4 y 4. El sistema total
A" =A + A es un sistema aislado con estados equiprobables.

88



B
]

Lp

Figura lIl.7. Esquema de un sistema A en contacto con un reservorio A' de
temperatura y presion constantes.

Dado que 4 puede intercambiar energia y volumen con
A, la probabilidad de encontrar a 4 en una configuraciéon
particular j con energia £,y volumen V es:

f = (B =By Vi V) (I11.5.1)
! QA* (E‘tot’ V;ot)

o, en términos de entropia:

B

f/ =CXp { ki [S4 (Em _Ej7 I/tn[ - Vj>_ SA* (Etat’ th)]} <11152>

Ahora:
S . (Em, I/;M)=S(U, V)+SA,(EM—U, |4

y expandiendo alrededor de los valores medios Uy V,

SA’(EM _Ej’ I//oL _V;'> =SA’ <sz _U+U_E;"Koz_V +V—Vj>
U-E. as,
=SA’(Emt_U’ Vtot_V) + - <V_VJ> a_I;
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Pero, de la tabla I11.2:

p 98,
T oV

y ademas no existen mas términos en la expresion porque
Ty p son constantes. Con ello, e introduciendo el potencial
termodinamico G = U~ T S+ p V(energia libre de Gibbs),

resulta:
JS’ =oBC P (IT1.5.3)

donde H; = E; + pV. es la entalpia de la configuracion ;.
Aplicando la condiciéon de normalizacion E J=1y defi-

niendo la funcion de particion canoénica de Gibbs:

r=% ¢"" (IIL.5.4)
J
1
tenemos: G=-— InT (IT1.5.5)
B
€ B 4,
Ji= T (II1.5.6)

Estas tres ecuaciones constituyen el formalismo cano-
nico de Gibbs para sistemas con 1, p y N constantes.

Una relacién muy ttil, que surge inmediatamente de
ellas, es:
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y--L (alnr) - (ﬁ) (IIL5.7)
B af’ T 8]7 T

ya reportada en la tabla II1.2.

6. Condicién de equilibrio en el conjunto de Gibbs
Dado que el sistema A" es aislado:
AS, =AS+AS, =0 (IIL6.1)

Si 4 absorbe de A" un calor Q, por la primera ley tenemos
que: Q = AU + pAV, con lo que la ecuacion 111.6.1 da:

Q
AS =AS——=

De aqui concluimos que en un sistema en contacto con
un reservorio térmico y de presion, a T, p y N constantes, la
aproximacion al equilibrio esta dada por:

AG <0 (I11.6.2)

y el estado de equilibrio por:

G = minimo (IT1.6.3)
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7. Aplicacién del formalismo de Gibbs. Sistema
unidimensional no ideal

La introducciéon de interacciones entre las particulas de un
sistema complica enormemente el calculo de la funcion de
particion a tal punto que en muy pocos casos es posible obtener
una solucion analitica. Trataremos uno de esos casos para
ilustrar el formalismo de Gibbs.

Sea un sistema de particulas distribuidas sobre el eje x
en las posiciones x, < x; < x, < ... < x,. Si fijamos x, como el
origen del eje x, el “volumen” del sistema es x,.

Las particulas interactian a través de un potencial U(y),
como el de la figura, siendo y la distancia entre dos particulas
cualesquiera. La energia del sistema es:

N

J 2
E=Y 5—;2 +UGx -x) (IIL7.1)

=1

vy)

a

‘<

Figura 11l.8. Representacién del potencial U(y) con el que interacttan las
particulas entre si.

Dado que las coordenadas de momento y posicion actian
en términos aditivos, la funcién de particion de Gibbs en el
limite clasico puede expresarse como:
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) [Ty [ e'{!l e (I1.7.9)

donde P es la presion.

Realizando el cambio de variables y, = x;, — x,, (con
=1, ..., N)y, teniendo en cuenta que el primer factor en la
ecuacion I11.7.2 da simplemente 1/A", donde:

1/2

h?
A=|———
( Smmk, T) (I11.7.3)
resulta:
r= ! gY (IT1.7.4)
A
G = —lN ln(g) (IT1.7.5)
§ A
donde:
£ = j:g-ﬁ[”“””’ﬂ dy (I11.7.6)

la que podra evaluarse dada una expresion para U(y). Inde-
pendientemente de ello, analizaremos el comportamiento del
sistema en dos situaciones limite.
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Alta temperatura
Supongamos u, / k;7 << 1. Entonces:
S zJ‘we_BPy dy=e PP /B P

y resulta:

—Pag /kyT
G ~—k, TN 1n{/f37” - } (I11.7.7)

Usando la relacion V' = (0G / OP),, obtenemos de aqui la
ecuacion de estado:

P(V=-a,N)=Nk,T (I1L.7.8)

Es decir, el sistema se comporta como un gas ideal con un
volumen efectivo (V' —a, N). El volumen I esta reducido por el
volumen excluido por particula, a,,.

Baja temperatura

Supongamos ahora u, / k;7 >> 1, de manera que la principal
contribucion a la integral II1.7.6 proviene de las vecindades
del minimo de la funcion [U(y) + P y], que, st P no es muy
grande, estara cercano a y = a.

Expandiendo U(y) + Py alrededor de y = a reteniendo
términos de hasta tercer orden:

Ve-f=k, Tl E
4 J=ky Tl (111.7.9)

1 2L oy
Vo)==t +5c=a) —oc-a)

94



El minimo de [U(y) + P y| ocurre en y que satisface la
condicion 0U / 0y = —P, o sea:

1 ¢ (PY
R R (7) (I11.7.10)

Entonces la integral III.7.6 puede evaluarse en forma
aproximada como:

t=exp{B[UG)+PT ]}[ 5 iizﬁ ] (IIL.7.11)

donde: U'(7)=c+=P
C

Sustituyendo estos resultados en II1.7.4 y utilizando

V= 0G / OP, obtenemos:

V=N (I11.7.12)

P ! P 2 !
(T

c 2c\c¢ 2

que describe el comportamiento de un cristal unidimensional,
cuyo volumen a baja presion y baja temperatura es: V' = N a.

Notemos que si hubiésemos despreciado el término cibi-
co en la ecuacion III.7.9, el potencial U(y) seria el de un
oscilador arménico y se perderia la variacion de V con
T (' = 0), es decir la expansion de un sélido con la tem-
peratura es consecuencia del término anarmonico (de
hecho, notemos que tanto en el modelo de Einstein como en
el de Debye, que no contienen términos anarmoénicos, V' no

depende de 7).
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Uy + Py Uy + Py

J

P>0 P<0

Figura 111.9. Comportamiento de [U(y)+Py] en funcién de y para P> 0
y para P<0.

El resultado de baja temperatura, representado en la fi-
gura II1.9, nos dice algo mas:

a) s1P>0, Vpermanece en la cercania de N a.

b) siP<0,hayun minimo relativo (o ni siquiera eso si |P|
es suficientemente grande). El cristal esta sometido a una
tension. Si uno o mas de los y, saltan fuera del minimo
relativo, el cristal se disgrega y la tension desaparece.

Si bien el sistema unidimensional estudiado se comporta
como un gas a alta temperatura y como un sélido a baja tem-
peratura, la transicion entre un estado y otro se realiza en for-
ma continua de modo tal que no existe lo que se denomina
una transicion de fase. Este comportamiento continuo es
comun a todos los sistemas unidimensionales con interac-
ciones de corto alcance.
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Conclusiones

* El formalismo canénico puede generalizarse a otros con-
juntos estadisticos, en particular el conjunto macroca-
nonico (0 gran candénico), que representa a un sistema
en contacto con un reservorio térmico y de particulas (7,
7'y U constantes) y el conjunto de Gibbs, que representa
a un sistema en contacto con un reservorio térmico y de
presion (7, p y N constantes).

* A cada conjunto estadistico le corresponde un potencial
termodindmico:

Yy =U~-TS— WuNen el macrocanoédnico
G=U—-TS+ pVen el de Gibbs

* La aproximacion del sistema hacia el equilibrio esta ca-
racterizada por la disminucion del potencial termodina-
mico correspondiente, y el estado de equilibrio por su
valor minimo.

* La relacion potencial termodinamico <> funcion de par-
ticion, permite la obtencion de los observables macrosco-
picos a partir de la descripcion microscopica del sistema.

Bibliografia recomendada
Para profundizar sobre los diversos conjuntos canénicos y sus

aplicaciones, véanse las referencias 10, 12 y 13 de la biblio-
grafia general.
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Problemas

ITI.1. Utilizando la expresion de dF de la tabla IIL.1 y los
resultados para un gas ideal monoatéomico del capitulo II, de-
muestre que el potencial quimico de tal gas, despreciando
grados de libertad internos, es:

n= u()(T) +kBTln1b

donde po(T) =k, T'In [k, T (21 m k, T / 727

I11.2

a)

98

El teorema de Euler para funciones homogéneas de or-
den n, es decir aquellas que cumplen con:

F(Axy, Mxg,eey May) = N F(xy, xg,.0ny xy) (1)

expresa que:

af af af
nf (), Xoy ooy Xy) = xl() + X, () + ot xN( ) 2)

dx, d x, d Xy

Diferenciando 1 respecto de A y poniendo A=1, demues-
tre la validez de 2.

Discuta si el potencial termodindmico W es una funcién
homogénea del volumen V'y de qué orden.

Utilizando la expresion p = (0 /0V);, de la tabla 111.2,

y los resultados de los incisos a y b demuestre que:

p=y=kTInE 3)



IT1.3. Para un modelo de adsorciéon en superficies, en el que
cada sitio puede tener un numero de ocupacion: 0, 1 y 2 con
energias: 0, € y &,, considere el nimero medio de moléculas
adsorbidas por sitio (») en el limite de 7 — 0 para todas las
combinaciones de signos y magnitudes relativas de (g, — )
y (& — 2W,), siendo L, el potencial quimico del gas a 7 = 0.
Explique los resultados heuristicamente.

II1.4. En el modelo de adsorcion del problema I11.3, suponga
ademas que dos moléculas adsorbidas sobre un mismo sitio
interactian a través de un modo vibracional de frecuencia ®.
Es decir, la energia para un sitio vacio es 0, la de un sitio con
una molécula adsorbida es €y la de un sitio con dos molécu-
las adsorbidas es €, + n’hm (' = 0, 1, 2, ...). Calcule:

a) La gran funcion de particion.

b) El potencial y.

¢) Elntmero medio de ocupacion {n) obtenido directamen-
te del inciso a.

d) Elntmero medio de ocupacion {n) obtenido directamen-
te del inciso b.

e) La probabilidad de que el sistema esté en un estado n = 2,
n'=3.

ITI.5. Un sistema consiste en Vsitios y N electrones. En un si-
tio determinado hay sélo un orbital accesible que puede estar
ocupado por 0, 1 o 2 electrones. La energia del sitio es cero si
esta vacio o bien si solo hay un electrén. Si hay dos, la energia
es €. Adicionalmente hay un campo magnético que actua sélo
sobre los espines de los electrones.
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a) Calcule el potencial quimico en funcién de la temperatu-
ra 'y del campo magnético aplicado.

b) Encuentre la capacidad calorifica del sistema.

¢) Determine la susceptibilidad magnética para campos pe-
quenos.

ITI.6. Estudie, en el formalismo del gran canonico, las fluc-
tuaciones en el namero de particulas suponiendo que éstas
son independientes, de tal forma que la distribucion de pro-
babilidad del ntimero de particulas pueda ser aproximada
por una distribucién de Poisson.

a) Muestre que:
((AN)) =(N), donde AN = N =(N)

b) Muestre que también puede escribirse:

<(A.N)2> - (M)ﬁ V

J Bu

c) De los resultados anteriores, muestre que para un gas de
particulas no interactivas se tiene:

(é‘aﬁu) =p” (donde p es la densidad)
Y

d) Finalmente muestre que un gas de particulas no interac-
tuantes verifica la ecuacion de los gases ideales.

IT1.7. Considere un gas ideal de moléculas de masa m, en un
volumen de base Ay altura z en el campo gravitatorio. Supo-
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niendo que la temperatura 7 no varia con la altura, obtenga
la expresion de la presion en funcion de la altura:

_ —Bmgz
p(z2)=p(0)e
conocida como “ecuacion barométrica’.

IT1.8. Considere el problema de la banda polimérica del capi-
tulo I desde el punto de vista del conjunto canoénico de Gibbs
(note que el peso aplicado juega el papel de un “reservorio de
tension”). Obtenga las ecuaciones fundamentales que descri-
ben el comportamiento del sistema.
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IV. EQUILIBRIO ENTRE FASES Y ESPECIES QUIMICAS

Una de las aplicaciones mas importantes de la mecanica esta-
distica es la prediccion del comportamiento de sistemas he-
terogéneos (por ejemplo, una sustancia simple que coexiste
en dos fases, o una mezcla de moléculas que reaccionan qui-
micamente) sobre la base de parametros microscopicos y éste
es el objetivo del presente capitulo.

1. Equilibrio entre fases

Una sustancia simple puede existir en tres fases: gas, liquido
o solido.” Para cualquier par de fases los procesos moleculares
hacen que, continuamente, pequenas cantidades de sustancia
de una fase se transformen en la otra, y viceversa.

Para establecer las condiciones de equilibrio entre dos fases,
consideremos un sistema compuesto por las fases 1 y 2 (véase
la figura IV.]) en contacto —a través de un pistobn— con un
reservorio a temperatura'y presion constantes.

* El concepto de fase puede ser bastante méas general refiriéndose, por ejemplo, al
orden en la configuraciéon de un sistema. El caso tipico es el del ferromagnetismo
en el que el material puede presentar una fase ferromagnética (ordenada) en la
que los espines estén paralelos entre si, o una fase desordenada.
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Iu|

Figura IV.1. Sistema de dos fases (1y 2) en contacto con un reservorio, a Ty p constantes.

Sabemos que el sistema total estara en equilibrio si:

G(N,T,p)= G(N,,T,p)+ G,(N,,T, p)=minimo (IV.1.1)

[

donde N, (1 =1, 2) es el nimero de moléculas en la fase “i”,

siendo N =N, + N, = constante.
Derivando esta ecuacion respecto de N,, a 7'y p constan-

tes, obtenemos:

Es decir, las dos fases estaran en equilibrio si sus
potenciales quimicos son iguales:

W= u, (1V.12)

El calculo mecanico-estadistico de |l permitira expresar
esta condicion en términos de parametros moleculares, segun
el sistema particular que se considere.
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Notemos que, como cada [t depende de 7'y p, tenemos en
realidad una curva de equilibrio en el plano (p, T) carac-
terizada por la ecuacion diferencial

dw(p, T) = dw, (p, T) (IV.13)

que separa las fases 1 y 2. Sobre dicha curva las dos fases co-
existen, como se muestra en la figura IV.2.

punto critico

punto triple liquido

solido

gas (o vapor)

T

Figura IV.2. Diagrama de fases para una sustancia tipica, donde se especifican el
punto triple y el punto critico.

Una sustancia simple posee un diagrama de fase con tres
curvas de equilibrio, una para cada par de fases: solido-gas,
solido-liquido y liquido-gas. El punto triple es el que se define
por los valores de (7, p) para los que coextsten las tres fases. La curva
de equilibrio liquido-gas posee un punto critico mas alla del
cual esas dos fases se transforman en una sola fase homogénea.

Ecuacién de Clausius-Clapeyron
Trataremos de explotar un poco mas la ecuaciéon IV.1.3.

Como G es una cantidad extensiva (funcion homogénea de
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orden 1), utilizando el teorema de Euler (véanse los problemas
del capitulo III) y la relaciéon W = (0G / ON); ,, resulta que:

w=g (IV.1.4)

es decir, el potencial quimico es la energia libre de
Gibbs molar. Entonces, la ecuacion IV.1.3 es equivalente
a dg, =dg,, o bien, usando cantidades molares en la tabla
IIL.1:

-5, dT+v dp =—-s,dT+v,dp

da _As IV.1.5)

dT Av

donde As = s, — s,, Av = v, — v,. Esta se conoce como ecuacion
de Clausius-Clapeyron y expresa que la pendiente de la
curva de equilibrio entre dos fases, en un punto (7, p) dado, es
1gual al cociente entre el cambio de entropia y el cambio de
volumen de la sustancia al “cruzar” la curva en ese punto, es
decir, al transformarse una cantidad de sustancia de una fase
a otra a esa temperatura y presion.

Dado que el cambio de entropia se efectiia a temperatura
constante,

As=s, s, =% (IV.1.6)
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donde £, es el calor absorbido en el proceso y se denomina
calor latente de transformacion.” Entonces, la ecuacion
de Clausius-Clapeyron también puede ponerse como:

dp _ Ly

v IV.1.
dT TAv (IV-17)

Célculo de la presion de vapor

Una cantidad muy ttil para el estudio del equilibrio entre
fases es la presion de vapor de un liquido (o solido). Esta es
simplemente la presion a la cual un vapor estara en equilibrio
con su liquido (o solido).

Notemos que, tanto para un liquido como para un soélido,
Av = v, siendo v el volumen molar de la fase vapor. Ademas, si
esa fase se considera como ideal, pv = R7. Por lo tanto, de la
ecuacion I'V.1.7 tenemos:

1 14
—dp = —dT
p p RTZ
O Sea:
b= pretET (IV.1.8)

ecuacion que ha demostrado ser valida para una amplia va-
riedad de sustancias sobre un intervalo de presion grande.

Segun sean las fases 1y 2, £,, toma diferentes denominaciones: sélido-liquido/ca-
lor de fusion; liquido-gas/calor de vaporizacién; sélido-gas/calor de sublimacién.
Entonces,

In p=- 1% + constante
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2. Ejemplos de aplicacién
Adsorcién

Como ejemplo de aplicacion del equilibrio entre fases, cal-
cularemos nuevamente, por otro método, la ecuacion de la
1soterma de adsorcion en el modelo de Langmuir, discutido
en el capitulo III.

Tenemos una superficie con M sitios de adsorcion y N
particulas adsorbidas (no mas de una por sitio) que no inte-
ractian entre si. La energia de una particula adsorbida es €.
Si consideramos la fase adsorbida como un sistema canoénico:

— -BE :L -B.Ne
< ;e NN

1
F=-—1In
5 <

Entonces, el potencial quimico de la fase adsorbida, 1, se

calcula como W, = (OF / ON);,,y resulta (con 6 = N/M):

w, = kﬂ“ln[(?i:)l (IV.2.1)

Por otra parte, si consideramos la fase gas —que esta en
equilibrio con la fase adsorbida— como un gas ideal, su poten-
cial quimico W es (véanse los problemas del capitulo I1I):

W, =W, +k,7 Inp (IV.2.2)

Siigualamos IV.2.1 y IV.2.2 y despejamos 0, obtenemos:
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p e-ﬁ(e-uo)

0(p,T) (IV.2.3)

= L4 pePlem)

Esta ecuacion de 1soterma de adsorcion es idéntica a la
de Langmuir, ecuacion I11.4.5, en la que se ha expresado el
potencial quimico de la fase gas (ideal) en término de su pre-
sion p.

Formacion de gotas de agua

El mecanismo de formacién y crecimiento de gotas de agua
es fundamental para la comprension, entre otros, de un feno-
meno natural muy comun: la lluvia.

Consideremos una gota de agua de radio 7 (con N molé-
culas) inmersa en un reservorio térmico y de presion, vapor
de agua, con el que intercambia particulas. El potencial ter-
modinamico adecuado para tal sistema es una generalizacion
de G que incluye intercambio de particulas con el vapor, cuyo
potencial quimico es L, o sea:

y el equilibrio del sistema se alcanza en un proceso en que ¥,

disminuya. Ahora, en primera aproximacion podemos poner
la energia libre de Gibbs de la gota, G, como:

G = Gbulk + Gsupcrﬁcic (IV'2'5>

Pero G, se expresa simplemente como N g, siendo g la
energia libre de Gibbs por molécula del agua, esto es:

G = N, (IV.2.6)
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donde |, es el potencial quimico del agua en fase liquida.
Por otra parte, G, 4. = Y 4 T 72, siendo ¥ la tension su-
perficial del agua, entonces:

Gsuperﬁcie = n ‘NQ/S <IV27>

donde:

2/3

M =dmy/(5mp,)
y P, es la densidad del agua.
Si reemplazamos IV.2.5, IV.2.6 y IV.2.7 en IV.2.4, obte-

nemos:
A(N) = (u, - )N + nN*7° (IV.2.8)

Atn mas, st se considera al vapor como un gas ideal, [, esta
dado por:

Mg =Wy + kT Inp

y por otro lado, dado que el agua en su fase liquida estaria en
equilibrio con su vapor a la presiin de vapor p,:

W, =W, +k,T Inp,

con lo cual

u.—u, = £,7 In (pﬁ) (IV.2.9)
0

La cantidad s= p/ p, se denomina grado de satura-
cion del vapor: si p alrededor de la gota es menor que p,,
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s < 1y el vapor no esta saturado; si p > p,, s > 1, el vapor es
supersaturado.

Ahora podemos analizar fisicamente el proceso de forma-
cién y crecimiento de gotas con la ayuda de la figura I'V.3.

Sis <1, (p < py), no hay posibilidad de formaciéon de
gotas pues el sistema no puede evolucionar de modo que %
disminuya.

Sis > 1, es decir el vapor esta supersaturado (p > p,), una
gota en formacion puede sobrevivir y crecer solamente si su-
pera un tamano con un nimero critico de moléculas N ..

XN) A

s<1 N3 = 2n

T3k, TIns

s>1

Figura IV.3. Gréfica del potencial termodindmico generalizado x en funcién de la
cantidad de moléculas que contiene la gota de agua.

Sin embargo, es muy dificil que una gota alcance esponta-
neamente el tamano JN,. Por ejemplo,a 7= 300 Ky s = 2.5
(es decir 250% de supersaturacion), resulta N, = 300, lo que
significa una gota de unos 15 A. Aunque esto parezca un ta-
mafio muy pequeno, es muy improbable que coincidan por
colision 300 moléculas en un diminuto elemento de volumen
del espacio. Afortunadamente el vapor de agua en la atmosfera
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contiene impurezas (polvo, 1ones, etc.) que constituyen nucleos
de condensacion que ayudan a superar el tamano critico.

3. Equilibrio entre especies quimicas

Cualquier reaccién quimica que ocurre en condiciones de equi-
librio puede escribirse como un balance de moléculas. Por ejemplo:

9H,+0,52H,0

significa que “dos moléculas de hidrogeno mas una molécu-
la de oxigeno dan dos moléculas de agua, y viceversa”. El
balance que debe respetarse es que el nimero de atomos
de cada especie es igual de un lado y del otro (por ejemplo, a
la izquierda tenemos cuatro atomos H y dos atomos O, y
ala derecha también). Los coeficientes que indican el nimero
de moléculas presentes en la reaccion para cada especie, se
denominan coeficientes estequiomeétricos.

Con la convencion de que los coeficientes estequiométri-
cos del lado derecho son positives y los del lado izquierdo son nega-
twos, una reaccion puede escribirse en forma general como:

E v, A, =0 (IV.3.1)

donde v, es el coeficiente estequiométrico de la especie 4.

S1 consideramos que la reaccion se lleva a cabo en un
volumen V en contacto con un reservorio térmico a tempe-
ratura constante, y que todas las especies forman una fase

homogénea, el equilibrio del sistema esta caracterizado por I
= U— T S = minimo. Pero de la tabla I11.1:
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dF =-8 dT-p dV+E w, dN. (IV.3.2)

donde L, es el potencial quimico de la especie “2”y d N, esla
variacion diferencial en el nimero de moléculas de la especie
“i”. La variacion d N,, sin embargo, no puede ser arbitraria
pues debe respetar el coeficiente estequiométrico v;, es decir,
si A es una variable que puede tomar valores arbitrarios, en-
tonces dN; = v;d\, y como el proceso es a Ty V constantes:

dF =y w,dN, =(EVZ-M{) dn

Por lo tanto el equilibrio estd caracterizado por 0F/0A = 0,
o sea:

Evi w =0 (IV.3.3)

Esta es la ecuacion general que expresa el equilibrio entre
especies quimicas que reaccionan entre si. El calculo de los L,
a través de la mecanica estadistica permitira, en cada caso,
expresar esto en términos de parametros moleculares.

El caso de una mezcla ideal

Consideremos el caso en que las moléculas que conforman
el sistema interactian entre si en forma muy débil, de modo
tal que podemos suponer una mezcla ideal (por ejemplo, una
mezcla de gases o moléculas que reaccionan en una solucion
diluida).

Entonces, la funcion de particion £ (V, T, N,, ..., N, del
sistema puede escribirse como:
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AN, LN =] % (IV.3.4)

i=1

siendo z;la funcién de particiéon de una molécula de la especie
“1”, la que viene dada por:

dlng
N,

w=—k T ( ) -k T h{%) (IV.3.5)
NV, T i

Sustituyendo IV.3.5 y IV.3.4 en IV.3.3, obtenemos:

n v

H (%) o (IV.3.6)

1=1

Puede darsele a esta ecuacion una forma mas conocida,
introduciendo la definicion:

K(T, V)=H 2 (IV.3.7)

Esta cantidad no depende de los Ny es una constante ca-
racteristica de la reaccion a un dado 7'y V, llamada constan-
te de equilibrio de la reaccion. En términos de la constante
de equilibrio, la ecuacion IV.3.6 queda expresada como:

n

[[W) =E(T,7) (1V.3.8)
i=1
que se conoce como la ley de accion de masas.

Dado que la constante de equilibrio puede calcularse a partir
de las caracteristicas microscopicas de cada especie —ecuacion
IV.3.7— seria interesante explorar la posibilidad de su determi-
nacion experimental, cosa que haremos a continuacion.

114



Ley de Van't Hotf

Una reaccién quimica puede ser exotérmica, es decir libera
calor, o endotérmica, si absorbe calor.

En un paso de reaccion en que N; > N, + Ao, 1 = 1, ..., n),
el cambio de energia a 7y V constantes es:

AU =U(N, 40y, s Ny + W ) =U (N, 0 N,) (IV.3.9)
=}\‘Q7

donde Q, es el calor de reaccion, es decir el AU a A = 1,
que debe extraerse para mantener el sistema a temperatura
constante. ), > 0 para una reacciéon exotérmicay Q, > 0
para una endotérmica. Haciendo A — 0 en 1V.3.9, podemos
escribir:

y de aqui:
olnkK
P
Este resultado, que se conoce como Ley de Van’t Hoff, expresa

la variacion de la constante de equilibrio con la temperatura y
permite ademas la determinacion experimental de K a través

Q,= (IV.3.10)
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de la mediciéon de Q, a diferentes temperaturas. Si1 Q, > 0 (0,
< 0), reaccion exotérmica (endotérmica), la ecuacion 1V.3.10
dice que la constante de equilibrio disminuye (aumenta) al au-
mentar la temperatura. Este comportamiento esta de acuer-
do con lo que se conoce como principio de Le Chatelier segin el
cual: s1 Q,> 0 (Q, < 0) se disipa (absorbe) calor como resultado
de la reaccién, con un momentaneo aumento (disminucién)
de 7, por lo que deberan producirse menos (mas) moléculas
para mantener la temperatura original, lo que por la IV.3.8
significa que A disminuye (aumenta) con la temperatura.

Interpretacién cinética de la constante de equilibrio K

Podemos tener una imagen mas intuitiva de la constante de
equilibrio de una reaccion a través de una interpretacion ci-
nética de la misma. Escribamos la reaccion en la forma:

vAd,+...+v A SV A4 +...+Vv A (IV.3.11)

Sea P, la probabilidad por unidad de tiempo de que se
produzca un paso de reaccién, con A = 1, en el sentido (—).
Entonces:

Probabilidad de que v, moléculas 4; Probabilidad por unidad de tiempo
P, = < ..;v, moléculas 4,, sec encuentren X de que se produzca la reaccion
en un elem. de volumen: ~ N".. )" (—) estando las moléculas en

condiciones de reaccionar: p,

con esto:

p={en )< {n)
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Analogamente, para un paso de reacciéon en el sentido
(¢=), tenemos:

pe{owi Y o)

En el equilibrio debera ser P, = P ; es decir:

u _ Lt _ g (IV.3.12)
NN

m

Esto significa que A estd midiendo la velocidad relativa
de reaccion, p, en el sentido (=) respecto del sentido («-).
4. Ejemplos de calculo de constantes de reaccién
Disociacién de moléculas

Una de las reacciones quimicas mas sencillas es la disociacion
de una molécula diatémica:

AB & A+B (IV4.1)

Algunos ejemplos concretos son:

H, < H+H
Na, < Na + Na
CO &2 C+0,etc.

Por la ecuacion IV.3.7, la constante de equilibrio de esta
reaccion es:
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_ %4 <
]

K (IV4.2)

Separando de cada especie los grados de libertad trasla-
cionales e internos, y considerando que el sistema es una mezcla
de gases ideales, resulta:

z,(int) z,(int) V
z,(1nt) Ai

9 1/2
A = h—
" (231 kaBT)

es la longitud de onda térmica de una particula con la masa
reducida [l = m my / (m, + mp).

Ahora debemos ser cuidadosos para elegir el cero de
energia del sistema de particulas: éste se toma como el estado
en que los atomos estan infinitamente separados y en reposo.
Con esto:

K= (IV.4.3)

donde

z,(int) = g/ +glAe_ﬁEf4 +... (IV4.4)

donde g4 es la degeneracion del nivel de energia z (€] = 0) del
atomo A. Una expresion similar vale para el atomo B.
Por otra parte, para la molécula AB, tenemos que:

Zup(Int) = 2, (Vib) 2, (rot) z,; (e]) (IV4.5)

La parte vibracional viene dada por la ecuacion 11.9.3,

COmao:

e—%ﬁhw

2,5 (Vib) = IRy (IV.4.6)
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Para la parte rotacional, podemos tomar el limite clasico
dado por I1.9.5, que resulta ser una muy buena aproximacion
a toda temperatura de relevancia en los procesos de disocia-
ci6n molecular:

kT
LI
Para la parte electrénica, debemos tomar en cuenta nues-
tra eleccion del cero de energia. Asi el potencial molecular
varia en funcion de la distancia r que separa los dos nucleos

como se muestra en la figura I'V.4; la energia del estado fun-
damental es =D, y por lo tanto:

Z,p (rOt) = (IVA4.7)

g D

, AB - p et
+g," ¢ !

2 (el) = g% e +.. (IV4.3)

Por lo general, a las temperaturas de interés para reac-
ciones de disociacién es una muy buena aproximacion tomar
en cuenta solo el estado fundamental, tanto para la molécula
como para los dtomos individuales. En tal caso, y definiendo
las temperaturas:

0, =hw/k, ; 9,:%%2//%12 (IV4.9)

Vi) A

I

=D 0 -D ¢

i
\/ I %ﬁw

Figura IV.4. Potencial molecular en funcién de la distancia intermolecular. La
energia del estado fundamental es —D..

-D,

e
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la constante de equilibrio queda determinada como:

_ v gglg(f 0, ~0,/T\ - Dy/kyT
K=— 2050 (?) (1-e ") e (TV.4.10)

La tabla IV.1 contiene los valores de los parametros rele-
vantes para varias moléculas diatémicas.

Debe recordarse que para moléculas homonucleares, el
factor rotacional en 1V.4.10 es 20,/ 7. Asi, por ejemplo, para
la reaccion:

2 Na < Na,

a 7= 1000 K, usando los valores de la tabla IV.1 (note que la
reaccion esta en sentidos opuestos que en la ecuacion IV.4.1),
se obtiene la constante de reaccion (véase el problema IV.6
para la definicion de K)),

£, (1000 K) = 0.50 X 10°° (dina/cm?)" (atm)™' siendo el
valor experimental de 0.47 (atm) .

Tabla IV
Molécula 0, (K) or (K) Dy (Kcal/mol)
H, 6215 85.3 103.2
Cl, 808 0.351 571
Br, 463 0.116 454
0O, 2256 2.07 118.0
N, 3374 2.88 2251
CO 3103 2.77 255.8
NO 2719 245 150.0
HCI 4227 15.02 102.2
HBr 3788 12.02 82.4
Na, 229 0.221 17.3
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lonizacién de H

Una reaccion de gran importancia en astrofisica es la ionizacién
de atomos de hidrogeno. A temperatura y presion estandar, el
hidrogeno se encuentra en forma de molécula diatomica, H,.
Si se aumenta la temperatura, la molécula comienza a diso-
ciarse alrededor de 4000 K. A 6000 K un gas de hidrogeno se
compone casl totalmente de atomos H. Si se sigue aumentan-
do la temperatura, alrededor de 10000 K el atomo comienza
a disociarse en un proton, p, y un electron, e:

Hp+e (IV.4.11)

Como la masa del electron es mucho menor que la masa
del proton, resulta que A, = A.. Ademas, tanto p como e son
particulas de espin '.

En ausencia de campo magnético externo ambos estados
de espin tienen la misma energia, que podemos tomar como
cero de energia, por lo que:

z, (int)=2 z, (int) =2 (IV.4.12)
Por otro lado,
zH(int)=2 g, efe (IV4.13)
cong,=4n* e, =¢,/n* =218 xX10%],n=1,2,..).
En todo el intervalo de temperaturas en el que ocurre
el proceso de ionizacién, la ocupacion del segundo nivel es
despreciable (por ejemplo, a 20000 K la probabilidad relativa

de ocupacién del segundo nivel respecto del primer nivel es
aproximadamente 0.01), por lo que podemos tomar:
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zy(int) = 4 ¢P% (IV.4.14)

Por lo tanto se obtiene la constante de reaccion:

N N -Be
AT A P (IVA4.15)
Ny A

€

que se conoce como ecuacton de Saha.

Conclusiones
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El equilibrio de un sistema compuesto por las fases “1” y
“2” de una sustancia simple, a 7'y p constantes, esta de-
terminado por la condicion:

w(p T)=w,(p, T)

Las dos fases coexisten a lo largo de una curva de equili-
brio caracterizada por la ecuacion diferencial:

d“l(ﬁa T)=dp,2<[), T)

El equilibrio de un sistema compuesto por varias especies
quimicas 4, (1 = 1, ..., n) que reaccionan entre si de acuer-

do con la ecuacién:
E v, 4,=0

i
donde v, son los coeficientes estequiométricos, a V'y T
constantes, esta determinado por la condicion:

Zvi u,=0



e Si las especies reaccionantes pueden considerarse como
una mezcla ideal, el equilibrio esta caracterizado por:

n

[T =& v)

i=1

siendo A{7, V) la constante de equilibrio definida como:
K(T, V)= z
(=11

e [a constante de equilibrio de una reaccion da la veloci-
dad relativa de la reacciéon en el sentido (—) respecto del
sentido (¢-).

e Ll célculo mecanico estadistico del potencial quimico
permite determinar el comportamiento de un sistema
compuesto por distintas fases y/o distintas especies qui-
micas sobre la base de parametros moleculares.

Bibliografia recomendada
Para mayores detalles sobre equilibrio entre fases, véase la re-

ferencia 12 de la bibliografia general; para el equilibrio entre
especies quimicas, la referencia 14.
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Problemas

IV.1. Considere un liquido confinado a un volumen V| me-
diante un tabique que lo separa de un volumen V) en el cual se
hace vacio. El sistema se mantiene termostatizado a una tem-
peratura 7 < 7., donde 7, es la temperatura del punto criti-
co. Describa la evolucion del sistema al retirar el tabique.

Liquido Vacio
v, 7,

IV.2. Experimentalmente se encuentra que la entropia de
evaporacion (calor latente de evaporacion dividido por la
temperatura) en el punto de ebulliciéon a presion de 1 atmos-
fera, es aproximadamente la misma para muchos liquidos.
Intente dar una explicacion microscépica de este hecho.

IV.3. Para el amonio solido existe una féormula para la pre-
si6n de vapor (en mm. de Hg), que establece que:

4
np = 2303 — S

donde 7 esta en Kelvin. Por otra parte, para el amonio liqui-
do, la presion de vapor esta dada por:

3063
Inp = 1949 - =2

a) Encuentre la temperatura del punto triple.

b) Determine el calor latente de vaporizacion y de sublima-
cion en el punto triple.

c¢) Encuentre el calor latente de fusion en el punto triple.
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IV.4. El calor molar latente de transformacion para ir de la
fase 1 a la fase 2 es ¢ para una temperatura 7 y presion p
dadas. Encuentre el calor de transformacion para una tem-
peratura ligeramente diferente, es decir d€ / d1. Exprese la
respuesta en términos de £, del calor especifico molar ¢,, del
coeficiente de expansion o y del volumen molar v de cada
fase en la temperatura y presion originales.

IV.5. Se tiene una barra de acero de secciéon rectangular (al-
tura a y ancho ) colocada sobre un bloque de hielo. De los
costados de la barra penden dos bloques de acero cada uno
de masa m. Todo el sistema esta a 0 °C.. Como resultado de la
presion ejercida por la barra, el hielo se funde debajo de ella'y
se vuelve a congelar por encima. Es decir, se libera calor arri-
ba de la barra, se conduce a través del metal y es absorbido
por el hielo debajo de la barra.

Encuentre una expresion aproximada para la velocidad
con que la barra se mueve a través del hielo. La respuesta tie-
ne que estar en funcién del calor latente de fusion € por gramo
de hielo, las densidades p; y p,, del hielo y del agua respectiva-
mente, la conductividad térmica K del acero, la temperatura
7 del hielo, la aceleracion de la gravedad g, la masa m y las
dimensiones a, b y ¢, siendo ¢ el ancho del bloque de hielo.

IV.6. La constante de equilibrio de una reacciéon puede defi-
nirse de otras maneras alternativas a la utilizada en la ecua-
ci6n IV.3.8. Definiendo &, (T) = H ¥, donde p, es la presion
parcial de la especie 7 en una mezcla ideal, encontrar la rela-

cion entre K,(T)y K(T,V).
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IV.7. Se introducen v moles de H,O en forma gaseosa en un
recipiente de volumen V. El gas puede disociarse de acuerdo
con la reaccion:

2H,0—-2H,+ 0O,

Si € denota el grado de disociaciéon a una 7'y p dadas, escriba
una ecuacion que vincule § con py K, (7).

IV.8. En un recipiente de reacciéon con un volumen de 0.1 m?®
a una temperatura 7 = 700 K, se encuentran 4 X 10 *moles
de H,, 2 X 10*moles de I, y 2,09 X 10 ¥ moles de HI, en equi-
librio respecto de la reaccion:

2HI< H,+1,
Si se agregan otros 10~ moles de HI en el recipiente, que se
mantiene a la misma temperatura, jcudl sera la cantidad de

cada una de las especies cuando se restablezca el equilibrio?

IV.9. Calcule &, (T) para la reaccion de disociacion del oxi-
geno:

0,20

iQué temperatura hace falta para que se disocie una fraccion
apreciable de O, (digamos el 1%)?

IV.10. Repetir lo mismo parala reaccion de disociacion de HCI :

9 HCl <> H, + Cl,
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V. SISTEMAS DE PARTICULAS CUANTICAS
1. Fermiones y bosones

En el capitulo II, al aplicar el formalismo canoénico a un gas
ideal de particulas “clasicas”, tuvimos que usar un argumento
ajeno al formalismo, la indistinguibilidad de las particulas,
para normalizar la funcién de particién con el factor N !,
evitando asi la catastrofica situacion de obtener una energia
libre de Helmholtz no extensiva. El mismo problema hubiese
aparecido st hubiéramos usado el formalismo macrocanéni-
co. Lo que sucede es que en realidad no existe nada en la
naturaleza como una “particula clasica”. Sdélo exusten particulas
cudnticas y son de dos tipos: fermiones y bosones. Como ve-
remos, para ellas el formalismo macrocanénico resulta extre-
madamente simple.

Las particulas fundamentales de la naturaleza poseen,
entre otras propiedades, un momento angular intrinseco, o espin,
cuyo valor inmutable es un maltiplo de f / 2. Las particulas
cuyo espin es un mailtiplo impar de /2 se denominan
fermiones y las que tienen un maultiplo par de f / 2 se de-
nominan bosones. Ejemplos de fermiones son: electrones,
protones y neutrones, entre muchas particulas. Como ejem-
plos de bosones podemos mencionar: fotones y particulas o
(He™).
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La mecanica cuantica nos ensenia que la funcion de onda
de un sistema de fermiones debe ser antisimétrica ante la per-
mutacion de dos particulas, surgiendo de alli la condiciéon de
que no puede haber mas de un fermién en un dado es-
tado cuantico (principio de exclusion de Pauli). Por otra parte, la
funciéon de onda de un sistema de bosones debe ser simétrica,
lo que conduce a que cada estado cuantico puede estar
ocupado por un numero arbitrario de particulas.

Para ver esto en una forma mas concreta, consideremos
que la funcion de onda Y de un sistema de N particulas idén-
ticas es funcion de las coordenadas generalizadas ¢, ..., ¢y
La mecanica cuantica requiere que para particulas de espin
semientero (fermiones) la funcién de onda sea antisimétrica,
es decir ésta cambia de signo ante el intercambio de dos par-
ticulas cualesquiera ¢y J:

Y(ooor Giseees@ o o) =W (s G5 e @ -2)

Ahora bien, si las particulas i y j estan en el mismo estado
cuantico, evidentemente al intercambiarlas debemos obte-
ner la misma funcién de onda, o sea debe cumplirse también
que

W (eoos Gisers@oe) SWeor@5eens @)

La tGinica forma de que ambas ecuaciones se satisfagan es que
Y = 0, o sea que no puede haber dos particulas en el mismo
estado cuantico. Por el contrario, para particulas de espin en-
tero (bosones) la funcién de onda del sistema debe ser simé-
trica, es decir

Yoo @iseesq o) TW(eoes@oens Gisens)
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por lo que nada impide que haya cualquier nimero de parti-
culas del sistema en el mismo estado cuantico.

Veremos a continuacion que esta diferencia en el nimero
maximo de ocupacion de cada estado cuantico determina que
los fermiones obedezcan a la estadistica de Fermi-Dirac
y los bosones a la estadistica de Bose-Einstein, dos tipos
de estadisticas diferentes.

2. Estadisticas cuanticas de Fermi-Dirac
y Bose-Einstein

Consideremos un gas ideal de particulas cudnticas, es decir que las
particulas no interacttian entre si, en un volumen V, en con-
tacto con un reservorio térmico a temperatura 7 y un reservo-
rio de particulas de su misma clase a potencial quimico W.

El estado cudntico de cada particula viene determinado por su
vector de onda, ecuacion I1.5.1:

/;=(Vﬂi/3) <m1, m,, m3> (mi =1,2,...)

y por la orientaciéon de su espin O respecto de una direccion
arbitraria, es decir, la componente z de su espin 0., que puede
tomar g, = 26 + | valores: 6,6 + 1, ..., +0 - I, + 6. A
cada estado cuantico le correspondera una energia €;.

La idealidad del gas implica que, si éste se encuentra en
un estado de energia £,y nimero de particulas N, tal que hay
n, particulas en el estado €, n, particulas en el estado &,, ...,
de modo que E n, =N, la energia del gas es:

| E.;‘E”i g
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y por lo tanto la gran funcion de particion Z es factorizable
en la forma:

== H 9. (V.2.1)

9
4

donde U; es la funcion de particion del estado individual
que viene dada por:

9. = Ee_ﬁ"(g’_”) (V.2.2)

Veamos ahora que forma toma la funciéon de particion
para fermiones y para bosones.

Fermiones

Para un gas de fermiones, un estado individual puede estar
ocupado por n = 0, 1 particulas. Por lo tanto,

O, =147 P (V.2.3)

[x]

w= 1] [1+e" ] (V.2.4)

estados 7

La funcién de particion V.2.4 define la estadistica de Fer-
mi-Dirac, valida para fermiones. Hemos enfatizado que el
producto va sobre los estados individuales “2”. En ausencia
de un campo magnético externo, cada uno de esos estados tiene
una degeneracion g, = 20 + 1, correspondiente a las 26 + 1
orientaciones del espin de la particula para el mismo nivel de
energia €. Entonces, la ecuacién V.2.4 también puede escri-
birse como:

[1322)
[2
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[x]

FD

niveles ¢

140 PE-W ]go

(V.2.5)

Salvo que lo indiquemos expresamente, usaremos la no-

tacion V.2.4 omitiendo la referencia a los “estados”.

0.5

N

<k

S
— O OO

1 e/ u2

Figura V.1. Comportamiento del nimero medio de ocupacién n para

fermiones, respecto de € /y, para distintas temperaturas.

Una expresion muy util es la que da el numero medio
de ocupacion del estado 1, n;, como:

n;

t 65(8;—!*)_'_1

1

(V.2.6)

Como se observa en la figura V.1, n(e = W) =1/2 para
cualquier 7; las curvas son simétricas respecto del punto
(n = 1/2, €/W) = 1); en el limite 7 — 0 todos los estados con
€ < U estan ocupados y todos los estados con € > L estan
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vacios (n (€), tiende a una funcién escalén), es decir, L es el
nivel de Fermi €.

Bosones

Dado que no hay restricciones sobre el nimero de bosones

que pueden ocupar un mismo estado individual “z”, entonces
en la ecuacion (V.2.2) n =0, 1, 2, .... Por lo tanto,
9. = e—ﬁ(ﬁ;—u) "
S
y, luego de sumar la serie geométrica,
-1
O = [l—e‘ﬁ(gf‘“)] (V.2.7)

[1]

we [] -] (V.2.8)

estados 7

o, poniendo explicitamente la degeneraciéon debida al espin
en ausencia de campo magnético externo:

[1]

w= [ [L=e" ] (V.2.9)

niveles ¢

La funciéon de particion V.2.8 define la estadistica de Bose-
Einstein, valida para bosones. En esta estadistica, el nimero
medio de ocupacion del estado individual ¢ viene dado por:

A S
= e )

(V.2.10)
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Al analizar este resultado, nos damos cuenta de que para
un gas de bosones de masa mayor que cero y con una escala
de energias en que el estado mas bajo tiene energia cero,
L debe ser menor que cero, de lo contrario tendriamos
n (€ = W = . El comportamiento general de la ecuacion
V.2.10 se muestra en la figura V.2.

El ntimero medio de ocupacion cae desde infinito, con
€=U, al,paraB(e— W = 0.693 y sigue decayendo hacia cero
cuando € sigue creciendo.

Notemos que ambas estadisticas pueden escribirse en for-
ma unificada como:

==tz ] (V.2.11)

i

1
LB 4

(V.2.12)

donde el signo superior vale para Fermi-Dirac y el inferior
para Bose-Einstein.

Figura V.2. Comportamiento del nimero medio de ocupacién: n para
bosones, en funcién de B(e — 1) para dos temperaturas diferentes.
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Ademas, el gran potencial termodinamico, { = -
resulta:

= |~

By ==Y In[lzePe] (V.2.13)

o, usando la densidad de estados (véase la ecuacion 11.5.2),

V 2 3/2
Dle)=- (h—’fj g2 (V.2.14)

valida para ambos tipos de particulas y para una dada orien-
tacion de espin (véase problemas), entonces:

~n

3 (2r)’ | & eP ) 4]

v 52 3/2
y =2 80 [2—’") [ e (v215)

Ademis, calculando U = (OBy/0p)g, se obtiene:

P = —% U (V.2.16)
y, como Y = —pl/ resulta la ecuacion de estado:
2 U
b= ENa (V.2.17)

Antes de pasar a analizar en detalle el comportamiento
de algunos sistemas de fermiones y de bosones, veremos a qué
tipo de estadistica conducen las estadisticas cuanticas cuando
tendemos al limite clasico, y cual es la definicion precisa de
ese limite.
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3. El limite clasico

El nimero medio de ocupacion, ecuacion V.2.12, puede rees-
cribirse como:

n, = , (V.3.1)

donde hemos introducido la fugacidad del gas: A = .

El punto clave de las estadisticas cuanticas es la restric-
ci6n impuesta sobre el nimero de particulas que pueden ocu-
par un dado estado cuantico individual, proveniente de la
simetria de la funcién de onda del sistema. A densidades su-
ficientemente bajas o temperaturas suficientemente altas, un
numero relativamente bajo de particulas esta distribuido en
un numero grande de estados, de tal modo que 7, es siem-
pre pequenio y entonces la restriccion sobre los fermiones se
cumple automaticamente. Por la ecuacion V.3.1 esto ocurre
cuando:

A= et <<l (V.3.2)

y en este limite (que define precisamente el limute cldsico de las
estadisticas cuanticas) ambas estadisticas dan:

mo=heP (V.3.3)
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siendo z la funcién de particion canoénica de una particula.
Por lo tanto:

In E=Az

To o E(kz) EZ\

N=0

es decir, la gran funcién de particion se reduce a la que usa-
mos para un gas ideal en el limite clésico, con = z¥ / N,
donde vemos que el factor 1/N'! aparece en forma natural
cuando se toma el limite clasico desde las estadisticas
cudnticas.

Veamos como las ecuaciones V.2.15 a 17 nos llevan a ob-
tener directamente los resultados ya conocidos para un gas
ideal clasico, al tomar A << 1.

El niimero medio de particulas, N'= —0y/0U, es:

_ oV (2m ? Bu Be g 12 goV
N = (QR) (f'f] e Ioe de = A%e

donde A = (*/21 mkyT)"? es la longitud de onda térmica de
de Broglie.
Por otro lado:

3/2
2V [2m P T e ds—gk TgOV Bu
(2m)* | #° 0 2 A’

De ambas ecuaciones resulta:

——N/fT
2
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y, por V.2.17:
pV=Nk,T

, Vv .., .
Ademas, como N =é';\°—3eﬁ”, la condicién e << 1 significa
que:

1/3
A << (gO—V) (V.3.4)
N
condiciéon que ya habiamos encontrado (véanse los problemas
del capitulo II) como consecuencia de suponer que el limite
clasico debia darse cuando la separacion media entre parti-
culas fuese mucho mayor que la longitud de onda de de Bro-
glie de las mismas.
Asi, el sistema estard en régimen cudantico si el volumen
térmico A°* es comparable o mayor que el volumen espacial por
particula, ya sea porque N es grande o porque 7 es pequetio.

4. Electrones en un metal

A primera vista los electrones en un metal podrian parecer
algo bastante diferente a lo que imaginamos como un fluido
ideal de fermiones, dado que la carga de los electrones de-
beria implicar interacciones apreciables entre las particulas.
Sin embargo, ocurre que las cargas positivas de los iones fijos
del metal y el largo alcance de las fuerzas coulombianas ha-
cen que el potencial medio en cualquier punto, que resulta
de la contribucion de un gran nimero de electrones y de io-
nes positivos, sea practicamente constante, y eso hace que los
electrones se comporten efectivamente como si la interaccion
entre ellos fuera despreciable.
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Esto posibilita que podamos tratar al fluido de electrones
en un metal como un gas ideal de fermiones.

En primer término estimaremos la energia del nivel de
Fermi, €;, que corresponde al valor de La 7 = 0. A esta tem-
peratura, el nimero medio de electrones, que ocupan todos
los estados con € < g, es:

3/2 372
N:% ["e" de Z%’Z)ng;& (V1)
de donde resulta:
2 /3
. ZQﬁ_(gnzgj (V4.2)
m

Ahora, el nimero de electrones de conduccién en un me-
tal es del orden de 10*? a 10** electrones/cm? (correspondiente
a 1 o 2 electrones por ion y a una distancia entre iones de
~ 5 A). Entonces:

& 210" K a 1°K (V4.3)
kB
Es decir que a cualquier temperatura razonable eM >> 1
y los electrones en el metal estan en un régimen fuertemente
cuantico. Ademas, al ser €,/k; muy alto, la energia del gas de
electrones sera también muy alta. En efecto, se obtiene facil-
mente que:

U(T=0)=2Ne, (V.4.4)

Para analizar lo que ocurre a temperaturas mas altas,
necesitamos usar una propiedad general de integrales del tipo
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[ &(e) fle, T) de, donde O(€) es cualquier funcién arbitraria, y
e, ﬂ es la funcion de Fermi que da la probabilidad de ocu-
pacion de un estado de energia € a temperatura 7, es decir,
esta dada por la ecuacion V.2.6:

1

&) =

0 (V4.5)

Teniendo en cuenta que f(€, 7) a baja 7 se comporta
como una funcién escalén, la integral puede expandirse en
una serie de potencias de 7, resultando:

2

[, o) sle.T) de=[" ole) de+— (K,TV 6'(w)

7754

V.4.6
v (k,T) 0" (W) +... ( )

donde ¢ 'y ¢ "son la primera y la tercer derivada de ¢ respecto
de €, evaluadas en € = L.
Ahora estamos en condiciones de calcular:

N=2["fle,T) D(e) de = - (2’”) [Te'"re,T) de

om’

e identificando ¢(€) en la ecuacién V.4.6 con €72, obtenemos:
3m*\ A’ 8\ u

resultado que se reduce a la ecuacion V.4.2 para T = 0.

Si reemplazamos L = €, en el término cuadratico en 7,
en (V.4.7), podemos tener una estimacion de la variacion de
WU con 7T:

(V4.7)

139



WT)=¢, [1 . (’fBT)QJr } (V4.8)

Ep

Podemos ver que, para un valor tipico de €,/k; = 10* K, a
temperatura ambiente | se aparta de €, s6lo en un 0.1%.

Siguiendo el mismo procedimiento, reemplazando ¢(€)
por €2 en la ecuaciéon V.4.6, obtenemos la energia media:

2
1+én2 (kBT) + ] (V4.9)

3
5 uw

y, usando (V.4.8):

3
U=—N¢e
5 F

5 kT
l+— o’ ( 4 ) + o | (VA4.10)

12 €p

De aqui obtenemos también el calor especifico:

2
C= %Nan— ( ik

; ) +0(T7) (V4.11)

Ep

que, como era de esperar, difiere del valor “clasico” %N kp.

Para €, / k, = 10" K, el factor correctivo es = 1/10, es
decir ¢ es mucho menor que el valor esperado clasicamente,
lo que esta en excelente acuerdo con los datos experimentales
para casi todos los metales.

Para poder comparar la medicion experimental de ¢ con
la teoria, debemos sumar a la ecuacion V.4.11 la contribu-
ci6n vibracional de los 1ones del solido, obtenida mediante la
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teoria de Debye que, a temperaturas moderadamente bajas,
también aporta un término ~7 ?; asi:

C=AT+BT+ ... (V4.12)

El coeficiente 4 es igual al coeficiente de 7 en V.4.11,
mientras que B proviene en gran medida de la ecuacion de
Debye.

Experimentalmente suele representarse /7 =4 + B T?
+ ... versus 7y se encuentra que los puntos estan en exce-
lente acuerdo con una linea recta, y que los valores de Ay B
coinciden, dentro de los errores experimentales, con los valo-
res predichos por la teoria.

5. Fotones

La estadistica para bosones cuyo nuumero no se conserva,
como sucede con los fotones, es un caso especial de la estadis-
tica de Bose-Einstein. Otro ejemplo tipico lo constituyen los
fonones (cuantos de los modos vibracionales de un sistema de
particulas).

Existen procesos mediante los cuales los fotones pueden
ser creados o aniquilados. En el formalismo macrocanonico
usado para obtener la estadistica de Bose-Einstein, el sistema
en estudio, esto es un gas ideal de bosones, se encuentra en
equilibrio con un reservorio térmico a temperatura 7 y un re-
servorio de bosones a potencial quimico W. Si el nimero total
de bosones (en el sistema mas el reservorio) no es una cantidad
conservada, la condicion de equilibrio del sistema total, que es
un sistema aislado, es que (65/0N),, = 0. Pero de la tabla I11.1
resulta que (0S/0N), = W/'T, por lo tanto debe ser:
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L=0 (V.5.1)

para un gas de fotones o de cualesquiera otros bosones cuyo
ndimero no se conserva.

En tal caso, el nimero medio de ocupacion (véase la
ecuacion V.2.10) se reduce a:

=
(V.5.2)
con e =hw =—

con lo que la estadistica de un gas de fotones coincide con la
estadistica de la radiacion electromagnética obtenida en la sec-
cion I1.6. Simplemente, en el primer tratamiento analizamos
el problema desde el punto de vista de los modos normales del
campo electromagnético, para el cual el formalismo adecuado
era el canonico, y ahora lo estamos haciendo desde el punto de
vista de las “particulas” o cuantos del campo, los fotones, para
los que el formalismo adecuado es el macrocanonico.

Del mismo modo, el estudio del modelo de Debye para
un cristal, puede realizarse sobre la base de la estadistica de
un gas de fonones.

Notemos que, por la ecuacion V.5.2 el nimero medio
de fotones en estados de longitud de onda infinitamente gran-
de (@ — 0) crece sin limite. Pero, como la energia de esos
fotones tiende a cero, no hay una divergencia en la energia
del sistema.

La particularidad de la estadistica del fotéon, también
conduce a una ecuaciéon de estado distinta de la V.2.17, es
decir (véanse los problemas):
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(V.5.3)

La “presion de radiacion™ es

1/3 de la densidad de energia™.

6. Condensaciéon de Bose-Einstein

Volviendo ahora a la estadistica de Bose-Einstein para parti-
culas que conservan su numero, estudiaremos un gas ideal
de bosones a baja temperatura.

De la ecuacion (V.2.13) tenemos que para bosones:

By = Eln<1-xe-ﬁ8f> (V.6.1)

donde la fugacidad A = ¢ es tal que 0 < A < 1 debido a que
iU < 0. Como para el estado fundamental, €, = 0, el primer
término en V.6.1 diverge cuando 7 — 0 (A — 1), al pasar a
la expresion integral para Y debemos tomar la precaucion
de separar la contribucién de ese término (de lo contrario se
pierde) en la forma:

By =In(1-2) +g0L:01n(1—7Le_BS)D(€) de (V.6.2)

V 2m 3/2
Teniendo en cuenta que D<8>=4n2 (?) gy

realizando los cambios de variables: € = #i%2/2m y B #%k*/2m
= x?, y usando la funcion:

(A) = — % /% m <1—x e> dx  (V.6.3)

E

5/2
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obtenemos:

Py =lnl-h) =g Falk) (V64

donde A = (*/21 mk;T)"* es la longitud de onda térmica de
de Broglie.

En general las funciones F,(A) se definen como:

0 )\‘n
(N =Y = (V.6.5)
n=1
y tienen la propiedad,
d
E_ (M=) EFV (M) (V.6.6)

De V.6.4 y de la relacion N = —0y /0, podemos entonces

escribir:

1 _
E (N +; n, (V.6.7)

< | =

_So
-

donde hemos introducido el volumen especifico v = V/N
y el nimero medio de ocupacion del estado fundamental

o= M(1—N).
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Fyy (W)
2.612

\

Figura V.3. Gréfica de F,,(A) paraO< A< 1.

La funcion F; (M), para 0< A < 1, est4 representada en la
figura V.3. En A = 1 su derivada diverge, pero la funcion es
finita y vale:

Fes/Q(l) = E # = %(%)= 2.612...

n=l

donde & es la funcion zeta de Riemann. Entonces, para todos los
valores de A, F;,,(A) < 2.612...
Asi, escribiendo la ecuacion V.6.7 en la forma:
5 7, A’

LI O
gOV gOV 3/2( )

vemos que 7,/ V>0 cuando 7 y v son tales que:

— > (1) (V.6.9)
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Esto significa que, cumpliéndose la condicion V.6.9, un
niimero muy grande de particulas se encontrard en el estado_fundamen-
tal, tanto mas grande cuanto mayor sea V. Este fenémeno se
conoce como condensaciéon de Bose-Einstein.

Para un dado v, la ecuacion V.6.9 define una temperatura
critica T a la que se produce la condensacion, dada por:

2
T = 2m i (V.6.10)
m (2.612 g, v) "k

Notemos que el primer término en V.6.7 corresponde al
numero de particulas en los estados excitados N, por unidad
de volumen, es decir:

N,
7"=% Fy (A (V.6.11)

ya que entonces V.6.7 estaria diciendo que:

N N, n
= +

V 14 V

Entonces, para 7 < 7, el nimero maximo de bosones
que pueden acomodarse en los estados excitados es:

V
Ne = glo\g F"S/Q(l)

Pero para T — T,

V
Ne =N = g{ig F3/2<1>
v

donde A, es el valor de A (7T = 7,). Entonces:
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N AC3 T?)/Q
n,

0 .
y por lo tanto, como — =1-

N N

, tenemos:

R
s (n) (V.6.12)

cuyo comportamiento esta representado en la figura V.4, es
decir, n, / Nes nulo para 7 > 7., aumenta bruscamente para
1T <T7.ytiende a | para T — 0.

Este comportamiento es tipico de una transicion de fase. A
7> T, ningun estado esta ocupado por una fraccion finita de
todas las particulas; éstas estan desparramadas sobre todos los
niveles de energia. Por debajo de la temperatura critica, una
fraccion finita 1 — (7' / 7,)*? ocupa el estado fundamental mien-
tras el resto estan desparramadas sobre los niveles excitados.

Es interesante analizar el comportamiento de la capacidad
calorifica molar en la transicion de fase. Esta se obtiene de de-
rivar U, que a su vez se calcula de la ecuacion V.6.4.

S|

0

A

=

1

!

1 /T,

. . n, T
Figura V.4. Comportamiento de rlll—orespecto de — - paraun gas de
C

bosones.
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Para T < 7 el resultado es:
3/2

C, =19 Nk, ?T

C

(V.6.13)

y en particular, en 7 = 7., (;, = 1.9 N k;, que es bastante
mayor que el valor clasico: ), = EN k. El comportamiento
general de (;, puede observarse en la figura V.5 (a).

Esta forma del calor especifico es llamativamente similar
al del ,He (que es un bosoén) en su transicion de fase entre una
fase fluida normal y una fase superfluida, véase figura V.5 (b).

Si bien para el ,He la transicion de fase es de segundo
orden, mientras que para la condensacion de Bose-Einstein
puede mostrarse que es consistente con una de primer orden
(igual que la transicion liquido-vapor), se sospecha que la con-
densacion de Bose-Einstein modificada adecuadamente para
tener en cuenta las interacciones interatomicas en el ,He es
responsable de la superfluidez, estado en el que el liquido fluye
libremente a través de un capilar por mas pequeno que sea,
debido a que le es dificil disipar energia mediante la friccion,
ya que ese estado se corresponde con el estado fundamental.

¢, 4 \

Nky
3/2

N

1.
(@)

Sy

C,

Ny

Figura V.5. Comportamiento general del calor especifico: a) para un gas ideal de
bosones, y b) para el ,He.
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Notablemente, un fenémeno similar ocurre también con
un gas de fermiones, como en el caso de los electrones en ciertos
metales que se vuelven superconductores por debajo de una tempera-
tura critica. Esto ocurre debido a que, a temperaturas suficiente-
mente bajas, las interacciones de los electrones con los fonones de
la red cristalina hacen que pares de electrones (pares de Cooper)
se acoplen en un movimiento correlacionado como si fueran
una sola particula de espin entero (es decir, un boson). Ese gas
de bosones experimenta una condensacion de Bose-Einstein
que se manifiesta como el fenémeno de superconductividad.

7P

Figura V.6. Pares de 4tomos de 3He que rotan uno alrededor del otro.

Tanto la superfluidez del ,He como la superconductivi-
dad en metales fueron observadas hace ya varias décadas.
Mucho mas recientemente ha podido observarse superfluidez
en otro fermion, el °He, a una temperatura de ~ 0.0027 K en
un campo magnético externo H. A esa temperatura se for-
man pares de atomos “He, que rotan uno alrededor del otro,
cuyos espines estan alineados con el campo, comportandose
como un gas de bosones (véase la figura V.6).

Todos estos fenomenos son mas bien una manifestacion in-
directa de la condensacion de Bose-Einstein. La observacion
experimental directa de ese fenomeno so6lo ha sido lograda en
1995, es decir, unos setenta anos después que fuera predicha
teoricamente, y ha merecido el Premio Nobel en 2001. Vale
la pena resefiar a continuaciéon de manera breve la metodolo-
gia que permitio ese importante logro.
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7. Observacién experimental de un condensado
de Bose-Einstein

La mayor dificultad para obtener un condensado de Bose-
Einstein, un BEC, reside en enfriar los &tomos de un gas de bo-
sones para que alcancen temperaturas extremadamente bajas.
En el laboratorio jiLa de la Universidad de Boulder (Colora-
do, EUA) se obtuvo por primera vez un BEC en 1995 enfriando
un gas de atomos de rubidio hasta temperaturas de 20 X 10
K, la temperatura mas baja jamas alcanzada hasta entonces.
Para tener una idea de lo que esto significa, consideremos que
a temperatura ambiente, ~ 300 K, los atomos se mueven a una
velocidad aproximada de unos 1600 Km/h, a temperaturas
correspondientes a la radiacion de fondo remanente del big-
bang en el espacio interestelar, = 3 K, su velocidad es de = 1
m/h, en el BEC su velocidad es muchas veces menor.

El arreglo experimental consistié en una celda, hacia la
que apuntaban seis laseres (en las direcciones x, y, z), situada
entre dos espiras que producen un campo magnético, como
se esquematiza en la figura V.7.

Se comienza con un gas de atomos de rubidio a tempera-
tura ambiente en la celda. La frecuencia de los laseres (en el
infrarrojo) se selecciona de tal manera que, debido al efecto
Doppler, los fotones solo interactiian con los atomos que se
mueven hacia los fotones, frenandolos. Parafraseando a los
cientificos que realizaron el experimento, es como correr en una
tormenta de granizo de tal modo que, sin importar hacia donde uno
corra, el granizo estd siempre pegdandole en la cara, asi que uno se para.
Esto enfria los atomos hasta aproximadamente 10 * K, atn
demasiado caliente para producir el BEC.

A partir de alli, se apagan los laseres y los atomos se man-
tienen en su lugar aprovechando la interaccion del campo
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magnético con los espines atomicos. Luego, los atomos son
enfriados aun mas mediante un proceso similar al de en-
friamiento por evaporacion: se seleccionan los atomos mas
calientes y se los expulsa de la trampa. La parte mas dificil
fue atrapar una cantidad de atomos suficientemente grande a
una temperatura suficientemente baja.

A
Campo Magnético
H y

Laser

Figura V.7. Arreglo experimental para obtener un Bec.

Dado que los atomos mas frios tenian una tendencia a
escurrirse del centro de la trampa, “como lo harian bolitas
en un recipiente con un orificio en el medio”, se disefi6 una
técnica para mantener el “hueco” en circulacién mas rapido
que el tiempo necesario para que los atomos reaccionaran.

De este modo pudo obtenerse un BEC de unos 2000 atomos
de rubidio, que se comportaba como un solo atomo gigante,
un estado de la materia que puede asimilarse a la contraparte
atomica de la luz de un laser: el condensado es a la mate-
ria ordinaria como la luz de un laser es a la luz de una
lampara incandescente.
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Distribucién de velocidades de un Condensado de Bose-Einstein

En la lamina V.1 se muestra la distribucién de velocidades de
un BEC. La region I corresponde a las particulas mas rapidas,
las regiones I y I1I a las mas lentas. La altura es proporcional al
numero de particulas en un pequeno intervalo de velocidades.

Lédmina V.1. Distribucién de velocidades en un Bec en dos dimensiones. Imagen
proporcionada por Mike Mattews, miembro del grupo del laboratorio JiLa de la
Universidad de Boulder, Colorado, EUA.

Conclusiones

e La descripcion mecéanico-estadistica de un sistema de
particulas, rigurosamente, debe tener en cuenta la natu-
raleza cuantica de las particulas. De alli se obtiene co-
rrectamente el limite clasico cuando:

P << ]

152



e Las propiedades de simetria de la funcion de onda
de un sistema de particulas determinan dos tipos de estadis-
ticas: la de Fermi-Dirac, para fermiones (o particulas de espin
semientero) y la de Bose-Linstein, para bosones (o particulas
de espin entero).

o Los electrones en un metal representan un ejemplo de aplica-
bilidad de la estadistica de Fermi-Dirac a un gas ideal
de fermiones.

e Los bosones con masa en reposo nula, como los foto-
nes, responden a un caso particular de estadistica de Bose-
Einstein.

e [La estadistica de Bose-Einstein para bosones de masa en
reposo no nula predice, a temperaturas suficientemente
bajas, el fenémeno singular de una transicion de fase
en un gas ideal: condensacion de Bose-Einstein.

e La condensacion de Bose-Einstein se manifiesta, en for-
ma indirecta, en los fenémenos de superfluidez y super-
conductividad en metales.

e Laobservacion de un BEC ha podido realizarse solo recien-
temente y constituye un nuevo estado de la materia.

Bibliografia recomendada

Sobre estadisticas cuanticas, véanse las referencias 3 y 13 de
la bibliografia general; para el gas de electrones en un metal, la
referencia 3; para la condensacion de Bose-Einstein, las refe-
rencias 3 y 15; para el calculo de integrales, véase el apéndice
matematico de la referencia 17.
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Problemas
V.1. Obtenga las ecuaciones V.2.15 y V.2.16.

V.2. Muestre que: (df/de), -, = —p/4

donde f(€, T) es la funciéon de Fermi. Usando este resultado,
muestre que fcae a 0.25 para € = L + £, 7 y que fsube a 0.75
para € = UL — k7. Esto significa que el mayor cambio en focu-
rre en un intervalo de aproximadamente: 2k;7.

V.3. Utilizando el resultado del problema anterior obtenga
una estimacion del nimero de electrones en un metal promo-
cionados desde energias justo por debajo de €,a energias justo
por encima de €,al pasar de 7= 0 a 7. Obtenga una estima-
cion del incremento de energia y, por consiguiente, una del
calor especifico. Compare este resultado obtenido semicuan-
titativamente con el resultado riguroso dado por la ecuacion

V4.11.
V4. Estime la presion de un gas ideal de electrones a 7 — 0.
V.5. Halle el nimero de fotones por metro ctibico que tienen

una frecuencia entre v,,,,y 1.05v

e €11 UN campo de radiacion
de cuerpo negro a 300 K.

V.6. Demuestre que:

a) la funcion de particion de un gas de fotones es:

_ S’V kBT3
45 he

[x]

In
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b) la energia total de dicho gas puede escribirse como:

. (83’551/) (k,T)

15 (;w>3
4 U
c) la entropia esta dada por: S = = T
., .., 1 U
d) la presion de radiacion por: P = ? 7

V.7. La condicion V.6.9 no solo define la temperatura criti-
ca para la condensaciéon de Bose-Einstein, expresada por la
ecuacion V.6.10, sino también el volumen especifico critico:
Vo =N/ gk (1)

St se considera un volumen I que tiende a infinito (V' — oo),
muestre que el gas de bosones obedece a la ecuacion de estado:

P _ %o Fa/zo")
ky T A’

paraVv > V.

P E (1
_ %o 50(1) para Vv < v,

k, T A

Analice su comportamiento graficamente en el plano (P, V)
a diferentes 7. Compare la condensacion de Bose-Einstein
con la transicion de fase liquido vapor en un fluido clasico.

V.8. Muestre que la presion de vapor de un condensado
de Bose-Einstein cumple con la ecuacion de Clausius-Cla-
peyron con un calor latente de transformaciéon dado por:
O = [Fs)y (1)/Fs5(1)] (5/2) kT

Este hecho caracteriza a la condensacion de Bose-Einstein
como una transicion de fase de primer orden.
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VI. SISTEMAS FUERA DEL EQUILIBRIO

Hasta aqui, hemos estudiado la mecanica estadistica de siste-
mas en equilibrio. En la naturaleza, sin embargo, el equili-
brio térmico es mas bien una excepcién que una regla. En
muchos casos un sistema evoluciona en el tiempo partiendo de
un estado inicial que puede estar bastante alejado del estado
de equilibrio. La relgjacién de un sistema tal hacia otro estado esta-
cionario (en el que los observables fluctuaran alrededor de sus
valores medios) depende de las propiedades dinamicas espe-
cificas del sistema y no puede describirse en el marco de la
mecanica estadistica del equilibrio. La manera de estudiar
un sistema fuera del equilibrio es determinando la evolucion
temporal de la distribucion de probabilidad de sus esta-
dos 1, P(l), en términos de probabilidades de transicion,
W, que representan la rapidez con que el sistema pasa de un
estado 7 a otro estado s. Son estas probabilidades de transi-
cion las que incorporan las propiedades dinamicas microsco-
picas del sistema.

Al examinar la velocidad con que el sistema se aproxima
al equilibrio, encontraremos una propiedad fundamental que
relaciona esa velocidad de relajacion con las fluctuaciones
espontaneas del sistema en equilibrio, el teorema de disi-
pacion-fluctuacion.
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1. El problema del caminante al azar

Comenzaremos por estudiar uno de los problemas mas simples
de la mecanica estadistica de sistemas fuera del equilibrio, el
caminante al azar. Este proceso, a pesar de su sencillez, tiene
una increible cantidad de aplicaciones.

Para facilitar este estudio, consideraremos la version uni-
dimensional: una particula se mueve sobre una linea recta
realizando saltos de longitud unitaria en forma totalmente
al azar hacia la derecha o hacia la izquierda. El tiempo ¢ se
considera discreto. Si s() representa la posiciéon del caminan-
te al tiempo ¢, el proceso aleatorio puede describirse por la
ecuacion:

s+1) = s + X (VLLI)

donde X(f) = £1 es una variable aleatoria que cumple las con-
diciones:

X =0 5 X XD =8, (VLL2)

siendo 9§, la delta de Kronecker (,=si =1y 0o, =0sit# ).
Estas condiciones significan que en promedio se realizan tan-
tos saltos hacia la derecha como hacia la izquierda y que cada
salto es estadisticamente independiente de los demas.

Un proceso aleatorio (0 proceso estocdstico) como éste,
en el que cada estado depende solamente del estado
anterior y no de la historia del sistema, se denomina proce-
so de Markov.

En todo proceso estocastico es imposible predecir la tra-
yectoria espacio-temporal que seguira la particula. Lo que si
es posible, es predecir la evolucion temporal de la distribucion

158



de probabilidad P(¢), de encontrar al caminante en la posicion
s al tiempo ¢ En efecto, dado que existe una probabilidad de
transicion W, = 13 de realizar un salto X = +1, y W = Lz
de realizar un salto X = —1, podemos escribir:

P(i+1) =W, P_(t)+ W P
=;[Ps_1(t) + P ()]

Esta ecuacion, que determina la evolucion temporal de
P(f). Se denomina ecuacion maestra. Si la particula esta
inicialmente en el origen, P, (0) = ,,, la solucién de la ecua-
ci6bn maestra se obtiene como:

(VLL3)

1 ! .
P (1) = ?((ng) Sshespar oy

st (¢+s) es impar

Ahora consideraremos la version continua, en espacio
y tiempo, del caminante al azar unidimensional. Para ello
supondremos que el caminante puede desplazarse una dis-
tancia &(/)d¢ en un intervalo de tiempo df, donde (/) es una
variable aleatoria con las propiedades:

(1) =0
(§(1) &(t)) =T d(t~1)

(VLL5)

Esto significa que &(f) es una variable aleatoria con una
distribucion gaussiana (por el teorema del limite central)
centrada en cero, con dispersion I', y que cada salto es inde-
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pendiente de los demés. Una variable aleatoria de tal tipo se
denomina ruido blanco gaussiano.

Con esto, podemos facilmente ver que el proceso aleato-
rio esta descripto por la ecuacion:

ds(t)
ot

= E(1) (VLL6)

denominada ecuaciéon de Langevin. Esta ecuacion y sus
variantes describen una cantidad de fendmenos como el mo-
vimiento browniano, las fluctuaciones en circuitos eléctricos,
el crecimiento de peliculas por deposicion aleatoria de particu-
las sobre una superficie, entre otros.

P1) A

>t

i > 4

N
7
s

Figura VI.1. La solucién de la ecuacién de Fokker-Plank. Se comporta como una
gaussiana cuya dispersién aumenta linealmente con t.

Puede mostrarse que el equivalente continuo de la ecua-
ci6n maestra para el caminante al azar es ahora:

9P.() T a’P.(1
Jt 2 9s?

(VIL.1.7)
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denominada ecuacion de Fokker-Planck, cuya solucion es:

P (1) = _L een (VL1.8)

A 2nTt

Esto se comporta como una gaussiana cuya dispersion,
(s*) = I't, aumenta linealmente con ¢, como podemos ver en
la figura VI.I.

Ya hemos introducido los conceptos basicos en el caso
simple del caminante aleatorio unidimensional, ahora gene-
ralizaremos la ecuacién maestra para un proceso estocastico
de Markov cualquiera.

2. Ecuacién maestra

Sea P (¢) 1a probabilidad de que el sistema se encuentre en el
estado “s” al tiempo “¢”
estado “s” a otro “r” en forma espontanea con una probabili-
dad de transicion por unidad de tiempo W,,. Notemos que I, es en
realidad una “velocidad de transicién”, por lo tanto su valor
no es necesariamente menor que | y ademas depende de la
escala de tiempo. Estas velocidades de transicion deberan ser
determinadas en funcion de las propiedades microscopicas
del sistema.

Si cada transiciéon depende sélo del estado anterior y no
de la historia del sistema (proceso de Markov), entonces po-
demos escribir:

. El sistema realiza transiciones de un

P (t+dt)=P (1) 1—2 W di +E P (t) W dt
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El primer término representa la probabilidad de que el
sistema ya se encuentre en el estado “s” al tiempo ¢y de que
no efectiie ninguna transicion en el dt siguiente. El segundo
término, en cambio, representa la probabilidad de que el sis-
tema esté en cualquier otro estado “7” # “s” al tiempo ¢y de
que efecte una transicion al estado “s” en el df siguiente.

De la ecuacion anterior, se obtiene inmediatamente la
ecuacion diferencial:

%Pﬁ) :Z [P ()W, —P.(ty W, ] (VL.2.1)

que es la ecuacion maestra, valida en general para cual-
quier proceso de Markov.

Notemos que la ecuacion (VI.2.1) puede escribirse en for-
ma vectorial como:

d,|P(1)) == L|P(t)) (VL.2.2)

donde L se denomina operador de Liouville, cuyos elemen-
tos matriciales son:

(r[Lls)==m +3, 3 W, (VL2.3)
q
Por lo tanto, la solucion formal de la ecuacién maestra
viene dada por:

|P(t))= exp (=L ¢t) |P(0)) (VIL.2.4)

donde |P(0)) denota la distribucion de probabilidad inicial del
sistema. Por lo tanto la solucién requiere de la diagonalizacién
del operador L, lo que usualmente es muy complicado.
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Aqui nos detendremos para analizar algunos hechos de
fundamental importancia.

Irreversibilidad

Dado que en la ecuacion maestra el tiempo ¢ entra linealmen-
te en la primera derivada, aquella resulta no ser tnvariante
st t se invierte a (). Por lo tanto la ecuacion representa
el comportamiento #rreversible de un sistema, siendo to-
talmente distinta de las ecuaciones de movimiento micros-
copicas detalladas, como la ecuaciéon de Schrodinger o la de
Newton, que son invariantes frente a la reversion del tiempo.

Hermiticidad

Como los elementos de L son reales y como no hay invarian-
cia ante la reversion del tiempo, resulta que el operador de
Liouville es no-hermitico. Una consecuencia de esto es que
L puede tener autovalores complejos conjugados, que indican
un comportamiento oscilatorio del sistema. Estos modos osci-
lantes han sido observados en efecto, en algunas reacciones
quimicas.

Principio de balance detallado

Cuando el sistema esta en equilibrio la distribucién de proba-
bilidades debe ser estacionaria en el tiempo e igual a la distri-
bucion del conjunto candnico que corresponda. Por lo tanto,

8P5<s>

en el equilibrio,
at

= 0, condicion que se cumple si:
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PYW, =PIV, (VL2.5)

Esto nos dice que las transiciones de un estado s a otro r
son tan frecuentes como las del estado r al s.

Ahora bien, para un sistema que esta fuera del equilibrio
pero que evoluciona hacia ¢l, y como las I, solamente de-
penden de las propiedades dinamicas microscopicas (que no
tienen por qué ser diferentes en el equilibrio que fuera de ¢l),
resulta razonable que las I/, cumplan con la ecuacion VI.2.5,
que se denomina principio de balance detallado, en el
proceso de aproximacion al equilibrio. Asi, el principio de
balance detallado resulta ser condicion suficiente (aunque no
necesaria) para que el sistema alcance el equilibrio.

Linealidad

Como el operador de Liouville es lineal, la misma ecuacion
maestra es valida para cualquier momento de la distribucion
de probabilidad, en particular para el valor medio de cual-
quier observable.

3. Resonancia magnética

Para ilustrar el uso de la ecuacién maestra estudiaremos la
resonancia magnética nuclear en un material que supondre-
mos contiene N nicleos de espin 1/2 y que la interaccion entre
ellos es despreciable. Si el material se coloca en un campo
magnético H, cada espin podra alinearse paralelo (o antipa-
ralelo) al campo, con energia €, = —UH (¢ = WH), donde W es
el momento magnético del nucleo.
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Sea N, el nimero de espines paralelos al campo y N el
namero de espines antiparalelos, de tal modo que N, + N = N.

La energia total del sistema puede considerarse como la
suma de tres términos:

E=E,+E, +E,, (VL.3.1)

Aqui Ey es la interaccion de los espines con el campo H,
E,, es la energia de los demas grados de libertad de la red de
atomos que componen el material y no tiene ningun efecto en
éste estudio, y £, es la energia de interaccion de los espines
con la red (que hace las veces de bano térmico). Esta Gltima
es la que da lugar a transiciones entre los posibles estados de
espin de los nucleos (por ejemplo, el p de un nicleo que esta
vibrando en la red, produce un campo magnético fluctuante
en las posiciones de los otros ntcleos y dicho campo induce
transiciones).

Sean W, y W | las velocidades de transicion entre los dos
estados posibles de un espin. Como el estado de un espin en
el equilibrio responde a la distribucion canonica, aplicando el
principio de balance detallado resulta que:

W, e P  ple-e.)

-+ = =
W ere ¢

4 -

(V1.3.2)

Pero:

B(e_-¢€ )=2BuH
entonces, como m = 5 X 10 ** erg/gauss, para campos de inten-
sidad considerable, digamos H = 10* gauss, tenemos que:

5%107*
He—<<1
Bu =

165



desigualdad que se cumple aun a temperaturas muy bajas.

Entonces, podemos desarrollar la exponencial de la ecua-
cién (V1.3.2) y quedarnos con el término lineal en BuH, con
lo que podemos poner:

W._=w
(VL3.3)
W, =w(1+2BpuH)

Por otra parte, generalizando atin mas el sistema, pode-
mos considerar que el campo H es un campo alterno con fre-
cuencia angular ®. Para que este campo induzca transiciones
adicionales en los estados de los espines debera ser: i ~ € —
€, = 2uH, es decir, st H = 10* gauss, entonces ® se encuentra
tipicamente en el intervalo de radio-frecuencias, del orden de
1078571,

Notemos que, debido a la simetria de las oscilaciones de
H, éste contribuira con un mismo término, M, a las velocida-
des de transicion W, y W ..

Por lo tanto las velocidades totales de transicion (W, + ®)
y (W, + ) no verificaran el principio de balance detallado
y no se puede afirmar que el sistema evolucionara hacia el
estado de equilibrio dado por la distribucién canoénica.

Para estudiar la evolucion del sistema, podemos escribir
la ecuacion maestra directamente para N, () y NV (f), que resul-
ta ser el sistema de ecuaciones:

df?' =N_ (W_+ + w) - N, <W+_ + w)
(VL3.4)
%= . (W+_+ oo)—N_ (I/l/_++ (D)
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Conviene introducir la variable n = N, — N es decir, la
diferencia de poblaciones, con lo que, si restamos las ecuacio-
nes y consideramos que n <<V, obtenemos:

dn_

- 2(W+o)n + 2BUWN (VL.3.5)

Analicemos las soluciones de esta ecuacion en distintos
casos de interés.

Equilibrio

El estado de equilibrio esta caracterizado por las condicio-
nes dn/dt = 0y @ = 0. Con esto, se obtiene de la ecuacion

(VI.3.5):

ng =NBUH (VI.3.6)
que es justamente el valor del exceso de espines (1), respecto
de los espines (), esperado de acuerdo con la distribucion ca-
noénica. Sobre esta base, la ecuacion VI1.3.5 puede escribirse

COmao:

d
d—f = —2W(n +n,)- 20m (V1.3.7)

Campo magnético constante, ® = 0

En este caso, integrando la ecuacion VI.3.7 obtenemos la so-
lucién:

n<t>=neq+[n (0) —neq]e_QW’ (VIL.3.8)
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Es decir, cualquiera que sea el exceso de poblacién ini-
cial n(0), n(t) evoluciona hacia el valor de equilibrio 7,, con un
tiempo de relajacion caracteristico:

= (2w)™" (VL3.9)

Esto significa que, cuanto mayor es la interaccion de los
espines con el bano térmico (la red), menor sera el tiempo de
relajacion y el sistema evolucionara mas rapidamente hacia
el equilibrio.

Acoplamiento débil con la red

Supongamos ahora que el acoplamiento de los espines con la
red es muy débil, de manera que I es despreciable frente a ®.
En tal caso, la ecuacion VI.3.7 se convierte en: dn / dt = —20n,
cuya solucion es:

n(t)=n(0)e*"" (V1.3.10)

Es decir, el exceso de poblacion se anula exponencialmen-
te con un tiempo caracteristico (2m) '. Esto significa que ini-
cialmente se absorbe potencia del campo de radio-frecuencias,
pero ésta no se disipa, ya que el sistema de espines esta practi-
camente aislado (/= 0), sino que se invierte en aumentar la
temperatura de los espines, quienes terminan por igualar las
poblaciones NV, y N, y no hay ulterior absorcion de potencia.

Acoplamiento fuerte con la red y campo de radiofrecuencias
Este es el caso general, cuya evolucion temporal se estudiara

en los problemas. Aqui simplemente queremos destacar que,
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al haber disipacion de potencia de los espines hacia la red
(bafio térmico cuya temperatura no variara apreciablemen-
te), podra observarse la absorcion de potencia de radio-fre-
cuencias en estado estacionario. En dicho estado, dn / dt = 0
con lo que obtenemos:

Teg

T e (VL3.11)

Esto significa que n es menor que su valor de equili-
brio y es tanto menor cuanto mayor sea ® / W.

4. Procesos de reaccidn-difusion

Tanto el problema del caminante aleatorio como el de la re-
sonancia magnética, que hemos tratado anteriormente, son
procesos de una particula (en el caso de la resonancia tene-
mos .V espines, pero que no interactiian entre siy el problema
se reduce al de un espin en contacto con un bano térmico).
Ahora incursionaremos en una clase mas general de proble-
mas que involucran muchas particulas. Por simplicidad nos
restringiremos a ststemas unidimensionales que pueden
ser descriptos por .V sitios, cada uno de los cuales puede estar
ocupado por algtn tipo de particula o puede estar vacio.
Simplificando atin mas, si tenemos un solo tipo de parti-
culas, digamos A4, un estado s del sistema esta determinado por
un conjunto de N nimeros de ocupacion, 6, ¢ = 1, ..., N), que
indican si cada sitio ¢ esta ocupado (0; = 1) o vacio (0, = 0):

s=(0,,0y,...,0y) (V1.4.1)
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Esto significa que el sistema tiene 2 estados posibles vy,
en notacién matricial, |P) tiene 2 componentes y L es una
matriz de 2V X2V (1),

Una clase general de procesos que tienen un interés espe-
cial son los procesos de reaccion-difusion, es decir, las par-
ticulas pueden difundir saltando de un sitio a otro y ademas
pueden reaccionar. Esta clase de procesos tiene una gran
cantidad de aplicaciones en la fisica, en la quimica, en la bio-
logia y en la ecologia.

Tal vez el ejemplo mas conocido sean las reacciones qui-
micas que ocurren sobre la superficie de un catalizador, donde
las especies reactantes difunden y cuando se encuentran dos
de ellas, reaccionan.

En el caso simple en que tenemos un solo tipo de particu-
las, A4, los tipos de reaccion mas comunes que pueden ocurrir
son:

A—> D autodestruccion

A—24 produccioén o decoagulacion
24> aniquilacion de un par
24— 4 coagulacion

donde & representa un sitio vacio.

Supongamos un proceso en el que las particulas 4 pueden
difundir y sufrir las reacciones de coagulacion y decoagula-
cion. Este ejemplo se denomina modelo de coagulacion. Si
nos fijamos en los estados posibles de un par de sitios z, ¢ + 1,
pueden ocurrir las siguientes transiciones:

AD<L >4
AAd<r AP DA
AD, DA<X A4
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donde D, Ay K son las velocidades de transicion de difusion,
de decoagulacion y de coagulacion, respectivamente.

Para ese par de sitios 7, ¢ + 1, podemos definir la matriz
local de transicion L, de la siguiente manera:

DD AD DA AA

o3 (0 0 0 0
P e (V14.2)
@4 |0 -D D+x - A

AA 0 = —K 2 A

donde hemos usado la ecuacion VI.2.3 para calcular los ele-
mentos matriciales.

Puede demostrarse que el operador de Liouville L viene
dado en término de L. mediante:

N-1

L=N1®1® - ® L, ® - 1 (V143

i=1
: : LI 1 O NI
donde 1 es la matriz unitaria: | § | ]y “®” representa el pro-

ducto tensorial. Por ejemplo, el producto tensorial entre dos

) a, a, [)1 [;2
matrices: a; a, Yy bg b, es:

b, b, b, b,
“Cle, b, ‘2 e, b,
a, a, ® b, b, 3
@i 4y by b,
. b, b, . b, b,
’ bg b4 ! b3 b4
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ab, a b, a,b a,b,)
ab, ab, a,b, a,b,
a, b, azb, a,b, a,b,
a, b, a,b a, b, a,b

w
IS
IS

Esto da una idea de la complejidad del problema, cuya
solucion exacta requiere la diagonalizacion de L.

Otro modelo muy estudiado es el modelo de aniquila-
cion, en el que entre un par de sitios ¢, 2 + 1 pueden ocurrir
las transiciones:

AT <L >34
AA<—* >0

donde D sigue siendo la velocidad de difusion y o es la veloci-
dad de aniquilaciéon de pares. Para este modelo:

0 0 0 -a
0O D -D 0

L=l b D o (V1.4.4)
0 0 0 «a

Por métodos matriciales se demuestra que ambos mo-
delos son equivalentes y estan relacionados a través de
una transformacion de similaridad.

La solucion exacta de estos modelos se obtiene a través de
un algebra matricial muy compleja, que escapa a los objetivos
de este curso. Por lo tanto nos limitaremos a obtener solucio-
nes mediante aproximaciones de campo medio; un camino
mucho mas intuitivo.
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Aproximacién de campo medio

La aproximacion de campo medio en un proceso de difusion-
reaccion consiste en suponer que las particulas estan unifor-
memente distribuidas en el espacio, ignorando fluctuacio-
nes de la densidad que se producen por efecto de la reaccion 'y
de un mezclado lento de las particulas. Es decir, la aproxima-
ci6n sera valida en una escala en la que el mezclado difusivo
sea bastante fuerte para suavizar estructuras espaciales. En
especial valdra en espacios de muchas dimensiones, donde el
mezclado difusivo es mas eficiente.

La ecuacion de campo medio puede construirse directa-
mente considerando un balance de pérdidas y ganancias que
afectan la densidad homogénea de las particulas, p(/). Para el
modelo de coagulacion, el proceso A <—*— 24 ocurre con
una velocidad proporcional a K p(¢), contribuyendo a un incre-
mento de p(f); mientras que el proceso 24 <—* > A ocurre
con una velocidad proporcional a A p*(¢) (hace falta que se en-
cuentren dos particulas) y contribuye a la disminucion de p().

Por lo tanto, ignorando la difusion (ya que hemos supues-
to que el mezclado difusivo es suficientemente fuerte para que
p(?) sea espacialmente uniforme), podemos escribir:

olt)

praliall p(1) = A p*(t) (V1.4.5)

Notemos en primer lugar que esta aproximaciéon de cam-
po medio es valida en general para un espacio de d dimen-
siones. En segundo lugar, vemos que predice dos puntos fijos
para X > 0: un punto fijjo inestable, p = 0, y un punto fijo
estable p = x / A. El significado fisico de estos puntos fijos
es claro: el sistema vacio permanece como tal, pero ante una
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perturbacion (como agregar algunas particulas), evoluciona
rapidamente hacia un estado estacionario activo (donde las
particulas son coaguladas y decoaguladas) p = k/A > 0. Este
ultimo estado es estable, ya que st agregamos o quitamos al-
gunas particulas, el sistema rapidamente recupera la densi-
dad estacionaria.

Partiendo de un estado inicial p(0) = 1, la solucién de la
ecuacion VI.4.5 resulta:

p(t) = x-(x-i) e

En el limite kK — 0 (la decoagulacion es despreciable), los
dos puntos fijos se reducen a uno solo (p = 0) y la dinamica se
hace mucho mas lenta. En efecto, para K — 0 tenemos:

(V14.6)

1
limp(t) =
Kli%p( ) 1+ M\t

(V14.7)

Es decir, el sistema evoluciona indefinidamente hacia la
extincion de las particulas, cuya densidad decae asintotica-
mente con la ley de potencia:

p(t) =t (V1.4.8)

La estabilidad de la solucién de campo medio frente a
perturbaciones inhomogéneas de la densidad, puede estu-
diarse agregando a la ecuacion un término difusivo:

op(r,1) _

S =KP () = ApYE ) + D VLT (V14.9)

donde necesariamente la densidad debera depender también
de la posicion 7. En el modelo de coagulacion (y/o de aniqui-
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lacién), el término difusivo suprime perturbaciones de corta
longitud de onda y ayuda a estabilizar las soluciones homo-
géneas.

Sin embargo, en algunas reacciones quimicas en las que
intervienen diferentes especies, el término difusivo puede
tener un efecto desestabilizante y llevar a la formacién de
patrones, fenémeno que ha abierto un campo nuevo de in-
vestigacion.

Un fenomeno de este tipo aparece, por ejemplo, en la reac-
cion de oxidacion de CO (CO + ;—OQ — CO,) sobre una
superficie de Pt (100) que reconstruye de una geometria cua-
drada a una hexagonal. Bajo ciertas condiciones, la reaccion
se propaga sobre un “frente de reaccion” que adopta los pa-
trones representados en la lamina VI-1, que muestra resulta-
dos de simulacién por computadora.

Es notable que procesos de reaccion-difusion, descriptos
por una ecuacion maestra lineal, puedan presentar comporta-
mientos no-lineales. Esto ocurre al estudiar densidades coarse-
grained, es decir, cantidades promediadas sobre su entorno que
a su vez se comportan como observables en el espacio de con-
figuraciones, que pueden evolucionar de acuerdo con leyes
no-lineales. La aproximacién de campo medio, ecuacion
VI.4.9, ilustra claramente lo que estamos diciendo.

Influencia de las fluctuaciones

St bien la ecuacion VI4.9 incluye la difusion de particulas, se
sigue ignorando el efecto de las fluctuaciones y correlaciones
espaciales. Para tener en cuenta esto, debe usarse la ecua-
cion de Langevin completa, que para el modelo de ani-
qutlacion seria:

175



‘ouoles|e (p ‘[edidse (2 ‘0due|q (g ‘selnqung (e :sauoned (001)1d/QD P UQIDEPIXO B| US UQIDDRaI 8P Sa1Uald *|'|A eulwe]

176



apg’ U np? (7, t) + DVPp(r o) + E(r, 1) (VI410)

donde & (7, t) es un ruido gaussiano que tiene en cuenta las
fluctuaciones de densidad en el punto 7 al tiempo £, debidas
a la reaccion. En particular, en este caso, & es una variable
aleatoria con las propiedades:

(&(r, ) =0 (VL4.11)
(E(r )&, 1)y =Tp*(r,t)d(r =) d(t—1")

Tal modelo ha podido resolverse exactamente solo en
una dimension, a través del algebra matricial; mientras que
para otras dimensiones se debi6 abordar mediante simula-
ci6n computacional.

Los resultados para el comportamiento asintético de la
densidad p(/) dependen de la dimensionalidad d del
espaclo:

2 parad <2
pO=\t'lnt parad=d =2 (VI1.4.12)
! parad> 2

Notemos que para d < 2 (en particular 4 = 1) el comporta-
miento asintotico de p(¢) difiere notablemente del predicho
por la aproximaciéon de campo medio. En tal caso se dice que
el ruido es relevante. El caso d = 2 es un caso limite para el
que el comportamiento se aparta levemente del predicho por
el campo medio (a través de un factor logaritmico) y se dice
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que el ruido es marginal. A partir de esa dimensionalidad
critica, d > d, = 2, el comportamiento coincide con el predicho
por el campo medio y el ruido se denomina irrelevante. Los
resultados V1.4.12 valen atn en el caso de dimensionali-
dad no entera (geometria fractal).

Un modelo ecoldgico

Completaremos nuestro estudio de los procesos de reaccion-
difusion con un modelo ecolégico donde intervienen dos
especies que compiten por una misma comida. Cada especie,
Ny n, se reproduce con una velocidad (B y B) proporcional a
la cantidad disponible de comida, m, y muere con una veloci-
dad fija (4 y o). A su vez, la comida (recurso renovable) crece
con una velocidad Q y decae con una velocidad 7y proporcio-
nalmente a m. La evolucion del sistema puede describirse me-
diante las ecuaciones:

4N

=(Bm - A)N (V1.4.13)
di
dn
— = (Bm—a)n (V14.14)
di
dm
= Q- ym-UN— un (V1.4.15)

donde Uy u son las velocidades de consumicién de comida
por parte de la especie Ny la n, respectivamente. Se define
que la especie N es fuerte y la especie n es deébil si se
cumplen las condiciones:
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(V1.4.16)

m

Figura VI.2. Esquema de extincién de la especie débil

Podemos ver inmediatamente que el sistema evoluciona
hacia el punto fijo:
A Q -ym,

ml:? 5 Nl:T 5 n1=0
que conduce a la extincion de la especie débil (véase la figura
VI.2), resultado que se conoce como teorema ecologico.
Nos preguntamos ahora si la existencia de ruido en la
produccién de comida puede posibilitar la coexistencia de las
dos especies. La respuesta es no, a menos que la especie débil
tenga movilidad. Sila especie débil puede difundir y si la pro-
ducciéon de comida se altera por un ruido § (F, t), podemos
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pensar que la especie débil pudiera aprovechar su movilidad
para visitar las regiones donde la produccion de comida es
momentaneamente alta y asi aumentar sus posibilidades de
sobrevivencia. En efecto, bajo estas condiciones el sistema

viene descripto por:

AN L) (Bm—-4) N(7,1)

at¢
a”gi”f) = (pm-a)n(r,t)+ D V(7 t)
amgr;, t) —Q -ym-UN-un +§<7, l‘)

donde (7, ¢) tiene las propiedades:

(8(. 1)) =0
(e(F, ) E(7, ) = 2y0e 1771 8(1-1)

J

L (VI.4.17)

b (V1.4.18)

Aqui r; indica un “intervalo espacial” de las fluctuaciones
de comida, y 6 = (3 m? indica la intensidad de dichas fluc-

tuaciones.

Se demuestra que existe un 0, por encima del cual la es-
pecie fuerte y la débil pueden coexistir (véase la figura VI.3).
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Figura VI.3. Relacién entre <n>y 6. Por encima de un 6. pueden coexistir la
especie fuerte y la débil.

Lo que ocurre es que, precisamente como lo intuiamos, la
movilidad de la especie débil le permite aprovechar los excesos
de comida que se producen en forma fluctuante en el espa-
cio y en el tiempo, pudiendo (alli y en ese momento) revertir
su decaimiento poblacional. Este es un ejemplo en el que las
fluctuaciones, combinadas con efectos difusivos, pueden cam-
biar totalmente el comportamiento de un sistema.

5. La hipétesis de regresiéon de Onsager

Un sistema que no esta en equilibrio, ya sea porque fue pre-
parado en un estado inicial de no-equilibrio o porque haya
sido sacado del equilibrio por una perturbacién macrosco-
pica, se relajara hacia el estado de equilibrio termodinami-
co si se le deja evolucionar libremente. Esto significa que un
observable A(f) evolucionara de tal forma que su valor medio
al tiempo  (en estado de no-equilibrio) A(f), decaera hacia su
valor medio <(4) correspondiente al estado de equilibrio (y
que es independiente del tiempo) de acuerdo con alguna ley
(véase la figura VI.4).

Sibien la ecuacién maestra en principio nos daA(f) (recalque-
mos que no siempre dicha ecuacion es resoluble), nos pregunta-
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mos si existe alguna propiedad general que caracterice el decavmiento de
A(l) a su valor de equilibrio <A), al menos cerca del equilibrio.

La respuesta, afirmativa, esta contenida en la Hipotesis
de Regresion enunciada como un principio por Lars Onsager

en 1930:

La relajacion de una perturbacion macroscopica de desequi-
librio esta gobernada por las mismas leyes que controlan la
regresion de las fluctuaciones microscopicas espontaneas en

un sistema en equilibrio.

A

A

equilibrio

>

i

Figura VI.4. Valor medio del observable A (t) en estado de no-equilibrio, en funcién
del tiempo t. Se muestra el decaimiento de acuerdo con alguna ley, hacia su valor
medio correspondiente al estado de equilibrio {A), que es independiente del tiempo

Para formular este principio de una manera precisa nece-
sitamos en primer lugar, una definicion deA(Z) y luego ver qué
tipo de funcion puede describir la “regresion” de las fluctua-
ciones. Para simplificar nuestro analisis consideraremos un

sistema clasico.
Valor medio de A(t) fuera del equilibrio
En un sistema clésico, una variable dinamica 4 depende del

tiempo a través de la variacion temporal de las coordenadas
y momentos del sistema, es decir:
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A(t) = A[R(t), P(t)] (VL5.1)

donde R = {71 s ey fN}y]3 = {]51 Y s ﬁN}sonlosconjun-
tos de posiciones y momentos paralas N particulas que compo-
nen el sistema. Pero, dado el punto inicial | R(0), P(0)| = (ﬁ, ﬁ)
en el espacio de las fases, las leyes de Newton son las que
determinan qué punto [f%(t), f’(t)T se alcanza al tiempo ¢ Por
lo tanto A(f) es una funcion del tiempo ¢y de las condiciones
iniciales @, I3> , hecho que resaltamos poniendo:

A(t) = A(t; R, P) (VL5.2)

Esto nos lleva a interpretar el promedio de A(f) fuera
del equilibrio, que indicaremos como A(f) para distinguirlo del
promedio {4) en el equilibrio, como el promedio de A (¢ ; R, 15)
sobre la distribucion de condiciones iniciales, I (é, I3> , es decir:

Z(t)=jd1§d13F<1§,13)A(t;R,13> (VL5.3)

Fluctuaciones espontaneas en el equilibrio

Cuando el sistema esta en equilibrio, el observable A(f) —salvo
que sea una constante de movimiento del sistema— flucttia
espontaneamente alrededor de su valor medio <4). Sea 0 A(f)
la desviacion instantanea (o fluctuacion), definida por:

SA(t)=A(t)-(4) (VL5.4)

Un comportamiento tipico de & A(f) se representa en la
figura VI.5 y, como puede verse, es bastante caotico.
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Sin embargo, a pesar de las apariencias, el comporta-
miento de 8 A(/) contiene informacién no cadtica que puede
extraerse analizando la funcidn de correlacién temporal:

C(1)

(84(0) 84(¢))
(A(0) A(t))-(4)

MMM
Pl W

Figura VI.5. Comportamiento cadtico tipico de la funcion 8 A (t).

, (VL5.5)

(=)

En un sistema en equilibrio C (f) debe depender solo de
la separacion temporal y no del instante inicial, es decir, si
t"—t'=t

C(1)=(8A4(0) 8A(t))=(dA4() dA(1"))
Para 10, C(0)=(84(0) 54(0))=((54)")

Cuando ¢ — 9, § A(/) debe ser estadisticamente indepen-
diente de & A4(0), es decir:

C(t1)———(84(0))84(1))=0
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Este decaimiento de la_funcion de correlacion cuando ¢ aumen-
ta, es lo que se denomina regresion de las fluctuaciones
espontaneas en la hipotesis de Onsager.

Formulacién de la hipdtesis de regresion
Ahora estamos en condiciones de formular de manera precisa
el principio de Onsager. En efecto, la relajacion de A(f) hacia
su valor de equilibrio puede medirse como:
AA(t)/ANA(O)

donde

AA(t)=A(1)-(4)
mientras que la regresion de las fluctuaciones espontaneas en

el equilibrio viene dada por: C()/C/(0). Por lo tanto, el princi-
plio se expresa como:

Z(t)=C(t) (VL5.6)
= 5.

Esta propiedad general, que mas adelante demostraremos
como teorema de disipacion-fluctuacion, ha posibilitado
un notable desarrollo de la mecanica estadistica de sistemas
que se aproximan al equilibrio.
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6. Aplicaciones
Discutiremos ahora la aplicacion de la hipotesis de regresion
de Onsager a algunos procesos, poniendo de relieve su sig-

nificado fisico y las importantes consecuencias que de ¢l se
derivan.

Cinética de reacciones quimicas
Consideremos la reaccion quimica simple:

A = B (VL6.1)
en la que las especies 4 y B estan presentes en bajas concen-

traciones (1) y Cy(0). Si k,p(kp,) es la constante de velocidad
para la reaccion “—” ( “<="), podemos poner:

dC ()
#=—kfm Cy(t)+kp Cp(t)
(VI1.6.2)
dCp(t)
=k Cy(1) —kpy Cp(t)
dt
Notemos que en este modelo: _[CA<t> + CB<t>] =0,

dt

por lo tanto Cy(f) = cte — C,(#), y que ademas, como en el equilibrio
se satisface el principio de balance detallado, <€k, ; = <Cpky,,
lo que 1implica que:

—
o
&
~—
~
N
&

=K (VL6.3)
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siendo K, 1a constante de equilibrio de la reaccion. La solucion
de la ecuacion (VI1.6.2) se obtiene inmediatamente como:

AC,(t)=C,(t)={C,)=AC(0) ™™  (VL64)

donde 7, es el tiempo caracteristico de relajacion de la reac-
cion y vale:

T, = (hyp +hp )" (VL6.5)

Supongamos ahora que n, es la variable dinamica cuyo
promedio da origen a la concentracion observada C,(#), es decir:

n, o< C,(f) (VL6.6)

Entonces, por la hipotesis de regresion:

AC,(t) (8n,(0) dn (1))

= ( (VIL.6.7)
AC,(0) ((on,))
o bien, por la ecuaciéon (VI.6.4),
d 0)d t
o o ABa(0) 80 ,4(1)) (VL16.8)

<<6HA>2>

Esta ecuacion relaciona el tiempo de relajacion macros-
copico fenomenologico (parte izquierda) con el promedio so-
bre el conjunto estadistico de cantidades cuya dinamica esta
determinada por leyes microscopicas (parte derecha).

Para realizar un calculo concreto de las fluctuaciones de
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n, (parte derecha de la ecuaciéon VI1.6.8) debe darse un mo-
delo dinamico microscopico. En el caso simple en que la re-
accion puede describirse por una sola coordenada &, llamada
coordenada de reaccion, la dinadmica estara determinada por
un potencial V() —como se muestra en la figura VI.6— en el
que, por ejemplo, la especie 4 corresponde al pozo de poten-
cial a la izquierda de & y la especie B al pozo ubicado a la
derecha de & El tipo de proceso en el que se producen tran-
siciones de 4 — By de B — A estara determinado por el pro-
blema especifico que se considere, por ejemplo la transicion
puede ocurrir por efecto tinel o por “activacion” por sobre la
barrera de potencial entre 4 y B.

e f

& .

Figura VI.6. Potencial que determina la dindmica de la reaccién, V (§), en funcion
de la coordenada de la reaccién, &.

En el segundo caso, el mas frecuente para reacciones qui-
micas, la velocidad de transicion decrece exponencialmente
con la altura de la barrera a saltar, asi:

AV, kT
I/VAB=V€ 4’ p

Wy, =ve ~AVy [k, T
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donde V es un factor de frecuencia de intentos y AV, ;(AV,),) es
la altura de la barrera para pasar de 4 a B (de B a A).

La ecuacion VI.6.8 es especialmente util en el estudio de
la cinética de reacciones por simulacion numérica. En efecto,
una vez definido el modelo dinamico microscépico con sus
velocidades de transicion, serd posible determinar el tiempo de re-
lacion estudiando las fluctuaciones en el nimero de particulas en una
pequenia region del sistema.

Difusidn

Consideremos un gas con .V particulas (también podria ser un
soluto en baja concentracién en un solvente). Sea:

N
n(7,6) =Y o[ -7(t)]

la densidad instantanea en la posicion 7,y p(7,¢) = n(7,¢) la
densidad media en 7 al tiempo ¢ en un estado de no-equilibrio.

Si no ocurren reacciones, es decir, si las moléculas no
pueden ser creadas ni destruidas, se cumple la ecuacion de
continuidad:

ap({)z,t) - V(7,0 (VL6.9)

donde j (7, ¢) es el flujo de particulas en 7 al tiempo ¢.

El mecanismo termodinamico macroscopico que produ-
ce un fluyjo de masa es un gradiente de concentracion, asi, en
analogia con la conductividad eléctrica, podemos definir el
coeficiente de difusion fenomenoldgico, D, a través de la
relacion (conocida como Primera Ley de Fick):
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J(r.t)==-DVp(r,t) (VL6.10)

Combinando ésta con la ecuacién de continuidad, ob-
tenemos la ecuacion fenomenologica de difusion (conocida

como Segunda Ley de Fick):

w - DVp(7,1) (VL6.11)
¢

Queremos ver de qué forma este coeficiente de transporte
esta relacionado con la dinamica microscopica de las particu-
las. Para ello, consideraremos la funcion de correlacion:

C(7, 1) =(on (7,1) 40 (0,0)) (VL6.12)

De acuerdo con la hipotesis de regresion de Onsager,
C(7,t) debe obedecer a la misma ecuaciéon que p( 7, ¢), es
decir:

=DV’C(7,1) (VL6.13)

Pero, como <n (r,¢) n (6, 0)> es proporcional a
P(r,]0), que es la probabilidad condicional de que una
particula se encuentre en 7 al tiempo ¢ habiendo estado en
¥ = 0 al tiempo ¢ = 0, resulta:

dP(7,10)

p =DV?P(7,t]0) (VL6.14)
t

Tratemos de calcular el desplazamiento cuadratico
medio de una particula “marcada” en un tiempo ¢, es decir:

190



Es claro que:

de donde:
E(Rt ) = I 47 1 =P (7,1]0)
= I d7 r* D V*P(7,t]0)
=6DI d7 P(7,10)

=6D

Integrando en ¢ se obtiene facilmente la relacion:

(R?)=6D1 (VL6.16)

que fuera obtenida por primera vez por Einstein y que provee
una interpretacion precisa del coeficiente de difusiéon macros-
copico D en término de la dinamica microscopica.

Notemos, en primer lugar, que nuestra deduccion vale en
general para un espacio de “¢” dimensiones, obteniéndose la
relacion mas general:

(R)=24D1 (V1.6.17)

que para d = 1, coincide con el resultado que obtuvimos para
el caminante aleatorio unidimensional.
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En segundo lugar, notemos la relevante diferencia entre el
movimiento difusivo, enclque{ R ) « { y el movimien-
to inercial, en el que <Rt> =v¢ « {. El movimiento difusivo
es parecido a un camino al azar, en el que una particula cam-
bia aleatoriamente de direccién por las fuerzas fluctuantes
que acttian por las colisiones con las demas particulas, y por lo
tanto la distancia media recorrida en un tiempo ¢ es menor que
la que recorreria en un movimiento inercial de velocidad v.

(B A

Comportamiento lineal
con pendiente 6 D

tr

T

mol

Figura VI.7. Representacién del régimen inercial y el régimen difusivo.

Cuando uno observa un sistema real, lo que ve depende
de la escala del tiempo de observacion: si ¢, < T,,,, siendo T
el tiempo que tarda una molécula en modificar su velocidad
por las interacciones con el entorno, estaremos observando

mol

el régimen inercial. Solamente para ¢, >T,,, estaremos ob-
servando el régimen difusivo dado por la ecuacion VI.6.16,
como se muestra en la figura VI.7.

cEsto significa que la hipitesis de regresion falla a t,,, pequefios?
No, esto significa que la ley fenomenoligica de Fick falla a tiempos pe-
querios, pues la densidad p(7, ¢) representa una cantidad que

ignora las fluctuaciones que se dan en una escala de tiempo
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menor que T,,,, s decir, antes de que el régimen difusivo pro-
duzca una cierta homogeneizacion (suele decirse que es una
cantidad referida a una “escala gruesa’ o coarse grained).

Para finalizar este analisis obtendremos otra expresion de
D en términos de correlacion de velocidades, conocida como
la formula de Kubo-Green.

Siv(t) = dr,/dt eslavelocidad instantanea de la particula

marcada, podemos poner:
- - L r - '
RE) = R 0) =] dt (1)
De aqui tenemos:
¢ ! ¢ " - ! - "
(R?) = [ av [ ar (v - v))

y, realizando algunas transformaciones que son posibles por
las propiedades de homogeneidad y simetria de la funcién de
correlacion:

%<R[2> = of ar (v(0)- V(1))

Como la parte izquierda tiende a 6D para ¢ grande, re-
sulta finalmente:

D - % [Tar (3(0) - %(0))  (vieas

Notemos que este resultado es valido para una dimension
“d” cualquiera, en la forma:

D = é j:dx (v(0) - v(t)) (V1.6.19)

que se conoce como formula de Kubo-Green.
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Si definimos:

»  (V(0) -V
T, = J. dt

’ ()
como el tiempo de relajacion necesario para que la distribu-
cion de velocidades de no-equilibrio tienda a la distribuciéon
de equilibrio, y por lo tanto esto debe coincidir con el tiempo

T,,, Necesario para que el régimen difusivo domine el movi-
miento, obtenemos:

(V1.6.20)

D
T, = (VL6.21)
kT

donde m es la masa de la particula.

7. Teorema de disipacion-fluctuacién

Ahora daremos una demostracién sencilla de la hipotesis de
regresion de Onsager, el teorema de disipacion-fluctua-
cion, restringida al caso de un sistema clasico. La demostra-
cion general para sistemas cuanticos fue obtenida por Callen
y Welton en 1951, unos veinte afios después que Onsager lo
propusiera como principio.

Sea H el hamiltoniano de un sistema cuando éste no esta
perturbado. El promedio de una variable dinamica 4 (é, P )
en el equilibrio sera:
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Te PH 4
_ [eﬁ (VL7.1)
€

donde hemos llamado 7 al operador lineal que representa la

integracion sobre el espacio de las fases del sistema.
Imaginemos que el sistema fue “preparado” en un estado

de no-equilibrio mediante la aplicacion de una perturbacion:

AH =4 (V1.7.2)

donde f es un campo externo que se acopla a 4. Por ejemplo,
f podria ser un campo eléctrico que se acopla al momento di-
polar instantaneo presente en cada molécula del sistema, en
cuyo caso 4 es la polarizacion total del sistema. Supongamos
que el campo f fue aplicado en el pasado distante y que al
tiempo ¢ = 0 el sistema alcanz6 el equilibrio descripto por la
funcion de distribucion:

F(R, P) o ¢ PIH*AH

Esto significa que el valor inicial de A(f) es:

—B(H +AH)
_1Le 4(0) (VL7.3)
[ ¢ “BUH+AH)

4(0)

En el instante ¢ = 0 apagamos la perturbacion AH y deja-
mos que el sistema evolucione libremente. A(f) cambiara con
una dindmica determinada por H (ya que ahora AH = 0), pero
su valor medio fuera del equilibrio A(f) seguira estando deter-
minado por la distribucién inicial F( R, P) o ¢ PH+AH)
de acuerdo con la definicién dada en VI.5.3. Es decir:

195



_ ]6—6(H+AH)A(t>
I e—B(H+AH)

A(t) (VL.74)

Si suponemos que la perturbacion es pequena y expandi-
mos A(f) en términos de potencias de AH, obtenemos:

I{e’BH(l—[ﬁH+---)A(t)}
I{e““‘ (1-pH +---)}

o -bu | AL - (BAH)A(t) + Ie ™ (BAH)
e PH

- +0 [([3AH>2:|

ITe PH

A(t) =

Entonces,
At =(4)-[(am a00)~(4) (amn) ]+ ofpam) - (VI75)
Ahora reemplazamos la ecuacion (VL7.2) en la ex-

presion  VL.7.5 'y ponemos AA(t)=A(¢) —<A> y
dA(t)=A(t)- <A >, obteniendo finalmente:

A A1) = BL{8A(0) dA(1)+O(f*) | (VL7.6)

_ Notemos que, como a primer orden en f
AA(0)=Bf g(f) A)2>, la ecuacion VI.7.6 expresa justamen-
te el principio de regresion dado en la ecuacion VI.5.6. Como
indica nuestra demostracion, el teorema de disipacion-fluc-
tuacion es valido en el régimen lineal [es decir despreciando
términos O (f?)] en el que el sistema no se encuentra demasia-
do lejos del equilibrio.
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8. Teoria lineal de respuesta

Obtendremos ahora una formulacién mas general del teore-
ma de disipacion-fluctuaciéon, basada en la teoria lineal de
respuesta de un sistema ante una perturbacion.

Supongamos un sistema en equilibrio en el que el obser-
vable A tiene el valor medio (A) y le aplicamos una perturba-
cién instantanea: f,, 0(t — ¢,). El sistema respondera apartando-
se del equilibrio una cantidad AA(f) que luego decae a cero.

Si el apartamiento AA(f) es lineal con f,, es decir:

AAQ=F, % (t-t,) (VL8.1)

tenemos una respuesta lineal y la funcion (¢ — ¢,) se denomina
Sfuncion de respuesta (véase la figura VIL.8).

Entonces, la funcién de respuesta determina el aparta-
miento de A(f) de su valor de equilibrio (A) ante una pertur-
bacion tipo delta de Dirac en ¢ = ¢,.

f A
fo S(t - lu)

\

Figura VL1.8. Se aplica una perturbacion
a un sistema en equilibrio. El sistema
responde apartandose una cantidad
AA(t) que luego decae a cero.
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Como cualquier perturbaciéon f{f)puede ponerse como
una superposicion de deltas de Dirac, en general:

AT (0) = [ ae x(e ) e(e)+ o(r?) (V1.8.2)

Podemos ver que (¢, t') cumple con dos propiedades im-
portantes:
a) Como ) es una caracteristica del sistema no perturbado
debe obedecer a la homogeneidad en el tiempo, es decir:

x () =x(e-1) (V1.8.3)

b) Como el sistema puede responder solamente después
que la perturbacion ha sido aplicada, y tiene la propiedad
de causalidad, es decir:

Xe—=t)=0s1 =<0 (VL.8.4)

Ahora trataremos de expresar ) en términos de la di-
namica microscopica del sistema. Como 7 es independiente
de f(¢), podemos escoger una forma de f{{{) conveniente para
nuestro analisis. Sea:

F(2)=

t parat<O
(VIL.8.5)

0 parat=0

Esto significa que el sistema ha sido preparado en una
situacion de equilibrio con un hamiltoniano (H—f A) y luego,
al tiempo ¢ = 0, se apaga la perturbacion y el sistema evolu-
ciona de acuerdo con el hamiltoniano H. Esta es justamente
la situacion considerada en la seccion 7, donde demostramos
que:
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AA(t) =BE(OA(0) dA(1)) +O(f?)  (VL8.E)

Pero, de VI.8.2 y VI.8.5, tenemos que:
0
fj dt' x(t-1")
f j di' x ()
t

AA (1)

de donde resulta que:

Por lo tanto, reemplazando en VI.8.6 obtenemos finalmente:

d
- B—(8A(0) dA sit>0

x(t) = P d,f< (0) BA()) st (V1.8.7)
0 sit<0

Esta ecuacion relaciona las fluctuaciones espontaneas del
sistema en equilibrio (parte derecha) con la funcion de res-
puesta del sistema, es decir, la forma en que el sistema “di-
sipa” la energia de una perturbacion instantanea (de aqui la
denominacion de teorema de disipacion-fluctuacion).

9. Aplicaciones
Desarrollaremos ahora ejemplos de aplicacion que ilustren el

uso y consecuencias del teorema de disipacion-fluctuacion,
expresado en forma general por la ecuacion VI.8.7.
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Absorcién de una perturbacion monocromatica

En un experimento de espectroscopia [por ejemplo espec-
troscopia de infrarrojo (IRs)], se observa la absorcion de ener-
gia cuando se perturba un material mediante una radiacién
monocromatica. En este caso, { ( ¢) corresponde a un campo
eléctrico oscilante de frecuencia angular ® y la variable di-
namica A al momento dipolar total (o polarizacion) del ma-
terial.

Asi, la perturbacion a la energia es: —{{¢) A y su velocidad

de cambio es: _4t A Por lo tanto, la energia absorbida por
dt

el sistema, por unidad de tiempo, durante un tiempo 7 de
observacion, llamada la absorbancia, es:

I -
abs=—?J‘0 dtf(t) A(t) (VL9.1)

De aqui, para una radiacién monocromatica:

f(t)=Re f, e " (VL9.2)
obtenemos:
P dt{[iw<fwe”"”-f$e”’>]}zm
T <0 2

[io (e = e )] (VL.9.3)

Pl :
x[( A >+

-

TAr =00y f(i=t') + 0<f2>]}
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donde, para el segundo paso en la igualdad, hemos usado la
ecuacion VI.8.6 y la propiedad:

det'x(t—t') f(t) = Jc}ozo’x(t’) f(t=1t")

—00

Ahora consideremos tiempos de observaciéon mucho ma-
yores que el periodo de oscilacion de f{z), es decir: 7 >> 21/.
Para tales tiempos largos:

IJTdt (1 sin=0
R e =
7/, 0 sin=0 (VL.94)

Con esto, y después de expresar f{t — ') en términos de
e*® " obtenemos la relacion:

2

_olf |

abs (o) 5

[T de x() sin(ot)  (v19.5)

—o0

Es decir, la absorbancia es proporcional a la transformada seno de
Fourier de la funcion de respuesta.

Reemplazando ahora la ecuacion VI.8.7 en la VI.9.5 e
integrando por partes, resulta finalmente:

_ B(D2|fm | J‘:dt <6A(0) 6A<t)> cos(wi) <V196>

abs (W) .

Esta ecuacion provee una importante interpretacion de la
espectroscopia al mostrar como el espectro de absorcion de-
pende de la dinamica microscopica del sistema en equilibrio.
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Friccién y ecuacién de Langevin

Describiremos ahora un modelo de disipaciéon de energia por
friccion. Una particula que es arrastrada con velocidad v a
través de un medio, experimenta una fuerza de fricciéon pro-
porcional a la velocidad:
f=—7yv (VI.9.7)

donde Y es el coeficiente de friccion (o constante de rozamien-
to). Como resultado de la friccion, la particula disipa energia
y el medio se calienta.

Consideremos un oscilador clasico sumergido en un bafo
(como se muestra en la figura VI.9), de tal modo que el hamil-
toniano del sistema total sea:

H =H,(x) -xf +H,(», -, »y) (VL.9.8)
donde H, es el hamiltoniano del oscilador:

H,(x) =mi’+V(x) (VL9.9)

y H, es el hamiltoniano del bano. La variable x del oscilador

se acopla a las variables y,, ..., », del bano a través de la fuer-
za f que depende linealmente de las variables del bafio:

f= E ¢ Vi (V1.9.10)

i
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Figura VI.9. Esquema de un oscilador clésico sumergido en un bafo.

En particular, podemos considerar que el bano esta for-
mado por una coleccién de osciladores armonicos, es decir
lineales, para los que la teoria lineal de respuesta es exacta
(y no solo valida para pequetias perturbaciones), con lo que,
para el bano, la respuesta esta caracterizada por la funcién
de correlacion:

C,(t) =(df(0) 8f (1)),

= E ;¢ <6J’z‘(0> 6)’j<t>>b

&

(VL9.11)

De este modo la funcién de respuesta del bafno, por

VI.8.7, es:

dC,(t =t
—B# st t>t'

X, (f - 1) = d(t-1) (V1.9.12)
0 si t<t'

Ahora, la variacion en el tiempo de la posicion del osci-
lador, x(f), cambiard la evolucion de {{f) con respecto a f,(¢)
correspondiente al bafio solo, de manera que:
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f(t)=10,(t) + J._Eljt' X, (t=1t") x(t) (VL.9.13)

El movimiento de la particula obedecera a la ley de
Newton:

mi=F (V1.9.14)

donde la fuerza total F tiene dos contribuciones: la debida
al potencial V(x), f,[x()] = —dV/dx, y la {{{) de interaccion con
el bano, por lo tanto podemos escribir la ecuacion de mo-
vimiento:

m i =f[x(t) ]+ £,(1) + J'zf ¥, (t—t") x(t) VI.9.15)

Esta ecuacion de movimiento contiene una fuerza que
flucttia aleatoriamente, {,(¢), debida al bano sélo, y un término
que es no-local en el tiempo, en el que interviene la funcion
de respuesta X (¢ — t'). Este Gltimo término proviene del hecho
que X/(¢) afecta el comportamiento del bafio y ese efecto perdu-
ra a tiempos posteriores. L.a magnitud de ese efecto depende
del tiempo de regresion de las correlaciones del bano.

Usando la ecuacion VI.9.12 en la integral que representa
al término no-local en VI.9.15 e integrando por partes, obte-
nemos finalmente:

mi=f[x(t) ]+ 8f(t) - Bj(jdt' C,(t-t") x(t")|(VLI.16)

donde hemos puesto:
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_ B G(0) x
2
8f (1) =1, () =B C,u(t)x(0)

Vi(x)=V(x)

Esta ecuacion de movimiento para x(f) es la ecuacion
de Langevin generalizada, obtenida por Robert Zwanzig.
La parte derecha contiene tres términos: a) una fuerza media
debida a un potencial efectivo V(x); 5) una fuerza fluctuante
aleatoria df(¢) de valor medio nulo, y ¢) una fuerza dependiente de
la velocidad cuya intensidad depende de las fluctuaciones de las fuerzas
de acoplamiento entre la particula y el bafio.

Vemos entonces claramente que la friccion es una ma-
nifestacion de las fuerzas fluctuantes. Fsta relacion entre
fuerzas disipativas de friccion y la funcion de correlacion de
las fuerzas fluctuantes, se denomina segundo teorema de
disipacion-fluctuacion. Ulteriores aplicaciones se veran en
los problemas.

Conclusiones

e La ecuacién maestra describe la evolucion irreversible de un
sistema, fuera del equilibrio. Dada una distribucion inicial de
probabilidad para los estados del sistema, predice como
cambia esa distribucion en el tiempo en términos de velo-
cidades de transicion, que dependen de las propiedades di-
namicas microscopicas del sistema.

e La solucion exacta de la ecuacidon maestra sélo puede
obtenerse para procesos muy simples. En la mayoria de
los casos debe emplearse una aproximacion de campo medio,
o bien métodos de simulacion numérica. Las fluctuaciones
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pueden afectar en distinta medida la evolucion de un sis-
tema; pueden ser irrelevantes, marginales o relevantes.

o La fupétesis de regresion de Onsager, contenida en el teorema
de disipacion-fluctuacion, relaciona la relajacion de una per-
turbacion macroscdpica con la regresion de las fluctuaciones micros-
cdpicas espontaneas en el equilibrio. Nos permite determinar
de qué manera un sistema se aproxima al equilibrio.

e La forma mas general del teorema de disipacion-fluctuacion
relaciona la funcion de respuesta de un sistema (o la forma en
que éste disipa la energia de una perturbacion) con las
Sfluctuaciones microscipicas espontdneas en el equilibrio.

Bibliografia recomendada
Las referencias 4 y 18 de la bibliografia general discuten a

detalle los principios fisicos que rigen los sistemas fuera del
equilibrio.
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Problemas

VI.1. Obtenga la solucion VI.1.4 de la ecuacién maestra
VI.1.3 y represéntela graficamente interpretando el resultado.

VI.2. Para un caminante aleatorio que se mueve en forma
continua en el espacio unidimensional y en el tiempo, obten-
ga la ecuacion de Fokker-Planck, ecuacion VI.1.7 y muestre
que su solucion es la ecuacion VIL1.8.

VI.3. Discuta la hermiticidad del operador de Liouville defi-
nido en la ecuacion VI.2.3.

V1.4. Considerando que BUH << 1, muestre que el exceso de
poblacion de espines en el equilibrio, dado por la ecuacion
VI.3.6, es justamente el que predice la distribucion canoénica.

VIL.5. Estudie la evolucion temporal del sistema de espines
descripto por la ecuacion VI.8.7 en el caso general W # 0,

o #O0.

VI.6. Muestre que el sistema ecolégico definido por las ecua-
ciones VI.4.13 a 16 tiene un punto fijo en:

my =A/B; N, = (Q—ym,)/U;n, = 0.

Discuta el resultado en base al significado y valor de los pa-
rametros.

VI1.7. Obtenga la formula de Kubo-Green, ecuacion VI.6.19,
y la expresion de T,, dada por la ecuacion VI.6.21.

rel
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VI8
a) Suponiendo un decaimiento exponencial para la funcion
de correlacion de velocidades en el proceso de difusion:

< v(0) - V(1) >=<V2>e‘”6

obtenga <R¢2>. (Ayuda: conviene calcular primero

(),

b) Grafique el comportamiento de <Rt2> y muestre que el
cambio entre el régimen no-difusivo y el difusivo se rea-
liza después de un tiempo del érden de 7.

¢) Usando el resultado experimental D = 10 cm?/s, valido
para muchos liquidos, y utilizando una masa molecular
tipica, estime el valor de T a temperatura ambiente.

VI.9. Considere que un sistema es perturbado con un pulso
de la forma:

0 st <y

0 51 t>t,

y suponga que: (8A (0)0A () =( (8A)*) exp (~1/7)

Calcule y represente AA(f), considerando en forma separada
los casos T <<'t, —{, y T >>t, — t,. Calcule ademas la energia
absorbida por el sistema, es decir:

—I+wdt F)A()

— 00
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VI.10. Verifique la ecuacion VI1.9.16.

VI.11. Historicamente la ecuacion de Langevin fue utilizada
para estudiar el movimiento browniano (el nombre proviene de
Robert Brown, quien observé el movimiento irregular, tipo
paseo aleatorio, de un grano de polen inmerso en un fluido).

Una particula macroscopica inmersa en un fluido (bafio)
experimenta fuerzas fluctuantes debidas a las colisiones de las
moléculas del fluido con la particula. Observada a intervalos
regulares de tiempo, la trayectoria de la particula se asemeja
a la que se representa en la figura:

Este problema puede ser estudiado como un caso particu-
lar del oscilador en un bafo, que hemos discutido en la sec-
ci6n 9, teniendo en cuenta que ahora f = 0y que el tiempo de
relajacion de las fuerzas fluctuantes en el bano es despreciable
frente al tiempo de observacién de la particula browniana.

a) Mostrar que en este caso el efecto de “memoria” desapa-

rece (el proceso responde a uno de Markov) y que la ecua-
ci6on de Langevin correspondiente es:

m X(t) =1, (t) = Av(2)
donde el coeficiente de friccion Y viene dado por:

y = [sj':w(éf(z) 5f(0)),
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Multiplicando la ecuacién de Langevin por v(0) y prome-
diando, muestre que se cumple la ecuacion diferencial

—(v(0) v
dt m
y resuélvala. ;Cudl es el tiempo de relajacion de la velocidad?

VI.12. Consideremos un circuito eléctrico de autoinduccion
Ly resistencia R al que se le aplica una f.e.m. €(f).

La corriente transportada por los electrones se ve afecta-
da por las interacciones de dichos electrones con los atomos
del conductor. El efecto neto de esas interacciones sobre la
corriente / puede representarse por una f.e.m. fluctuante V(7).
Esta tltima puede descomponerse en una parte de variacion
lenta, —R1, donde R es justamente la resistencia del circuito, y
en una parte que fluctiia muy rapidamente, I(f), cuyo valor
medio es nulo.

&)

)
—/

Muestre que la corriente satisface una ecuacion de Lan-
gevin equivalente a la del movimiento browniano y obtenga
la expresion de R en términos de las fluctuaciones de V7).
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Este libro estd dedicado a los estudiantes de ciencias basicas
que tienen un primer contacto con la mecénica estadistica.

Elementos de mecénica estadistica es el resultado de los
apuntes de clase del Dr. Zgrablich. Su contenido corresponde
a un curso introductorio de un trimestre y provee los elemen-
tos necesarios para que el futuro profesional utilice los resulta-
dos esenciales de la mecénica estadistica de sistemas ideales
en equilibrio y fuera de él. El libro presenta, al final de cada
capitulo, una serie de problemas que le permiten al alumno
ejercitar su capacidad de razonamiento.

El estudio de los sistemas de particulas, clasicas y cuanti-
cas se basa en los postulados de equiprobabilidad de todos los
estados accesibles en un sistema aislado y la definicién
estadistica de entropia de Boltzmann. A partir de alli, de una
manera sistematica pero simple y concisa, el autor desarrolla
en este libro todas las formulaciones candnicas que le dan a
esta disciplina su poder de resolucién de problemas en el
campo de los sistemas macroscopicos con base en las propie-
dades microscépicas. En todos los casos se utiliza el razona-
miento intuitivo resaltando el significado fisico. Los resultados
fundamentales van acompanados de ejemplos de aplicacion.

Zgrablich expresa la idea de que la mecanica estadistica
es una disciplina viva, dado que se siguen descubriendo
nuevos fenédmenos y resultados, tales como la obtencion de
condensados de Bose-Einstein y la formacién de patrones en
reacciones quimicas.
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